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Den nuverende lere om fluiders bevaegelse lider af mange og
store mangler. Den er i virkeligheden helt igjennem feilagtig,
og feilene viser sig lige fra grundvolden af. Af de to fundamentale
theoremer for beveaegelsesleren — nemlig d’Alemberts princip og
satsen om tilvexten af levende kraft — er d'Alemberts princip
uanvendeligt til bestemmelse af fluidernes bevaegelse, og ikke blot
af den grund, at de opstillede differentialligninger ikke kan integ-
reres. Principet kan ikke benyttes ved fluiderne. Det andet
fundamentale theorem for bevaegelsesleren — ‘satsen om tilvexten.
af levende kraft — er unfuldstendigt og misvisende. Ved levende
kraft forstaar man det arbeide, som medgaar til meddelelse af den .
givne hastighedsforegelse. Og dette antager man uden videre er
ligt det arbeide, fluidet kan udfere paa grund af den erholdte
hastighedsforegelse. Man skjelner ikke mellem accelerationsarbeidet
og arbeidsevnen, men antager disse for identiske. Dette er aldeles
urigtigt. Jeg udv1kler en ny sats, hvorefter arbeidsevnen saerskllt;
kan bestemmes.

Ved leren om det spemﬁke tryk under bevaegelsen begaar
ligeledes den nuverende lzre feil af grundleggende betydning';
og ligesaa ved theorien for sted og reaktion. Til bestemmelse :af
kontraktionskoefficienten ved udleb af munding i tynd veg  har
man ingen theori; jeg udvikler en saadan og opstiller formiler,
hvorefter kontraktionskoefficienten theoretisk kan bestemmes. Ved
leren om trykheidetabet ved tversnitsforandringer kommer man
nu til det umulige resultat, at der i en forsnevring kan fremkomme
en hastighed, som er sterre end den, der bestemmes af den givne
trykheide ved mundingen. Jeg udvikler en ny formel for tryk-
heidetabet ved pludselige tveersnitsforandringer og opstiller ligeledes
en formel for trykheidetabet ved ikke. pludselige tveersnitsforan-
dringer, hvor der efter den gjeldende leere intet trykheidetab skal
ﬁemkomme Ved den nuvarende theori for kontraktionskoeffici-
enten ved cylindriske ansatsrer fremkommer paa det kontraherede
sted. en hastighed, som er sterre end den, der bestemmes af
trykheiden ved mundingen. Jeg udvikler en ny theori, hvorefter
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hastigheden paa det kontraherede sted ikke er storre end den,
der bestemmes af den givne trykheide, men lig denne, og opstiller
en ny formel til bestemmelse af kontraktionskoefficienten.

Ved den nuvarende lere om luftformige legemers bevaegelse
forekommer endnu en fundamental feil. Man anvender den til-
standsligning, der gjelder for permanente gasarter under ligevaegten,
ogsaa under bevagelsen, Jeg opstiller en ny tilstandsligning, der
gjelder for permanente gasarter under beveagelsen, og hvoraf
tilstandsligningen under ligevegten udledes som et specielt tilfzelde.
Paa grund af den nye tilstandsligning blir ogsaa formlerne for
teetheden, trykket, hasticheden, udlebsmaengden og temperaturen
af den udstremmende gas forskjellig fra de nuverende. Den
nuverende udlebsformel, der er opstillet af de Saint Venant og
Wantzel, gir vistnok resultater, der stemmer godt med iagttagel-
serne. Men for at naa rimelige resultater har man maattet
opstille en hypothese, som er aldeles forkastelig. Man antager
nemlig, at trykket i mundingen ikke synker under den verdi,
der gir maximum af udlebsmengde Ved permanente gaser skal
efter denne hypothese trykket i mundingen ikke blive mindre end
halvparten af det indre tryk. Naar nemlig det ydre tryk er
blevet lig halvparten af det indre, har ndlebsmengden naaet sin
sterste verdi og holder sig efter iagttagelserne konstant paa
denne, naar det ydre tryk synker. KEfter den opstillede hypothese
vil ikke blot udlebsmeengden blive konstant fra det eieblik, det
ydre tryk er synket ned til halvparten af det indre. Da nemlig
teetheden af den ndstremmende gas efter den nu gjzldende theori
bestemmes af trykket i mundingen, vil ogsaa hastigheden og den
levende kraft blive konstante. Men dette resultat maa gjere
hypothesen forkastelig. Det kan ikke antages, at alle disse for-
skjellige overtryk, alle disse forskjellige krefter, virkende i samme
tid paa samme masse, nemlig den konstante udlebsmangde, skal
meddele denne masse den samme hastighed. Om man saaledes
har et indre tryk af 20 athm., saa blir udlebsmaengden den samme,
enten det ydre tryk er 10 athm., eller 1 athm., eller 0 athm.,
medens overtrykket blir henholdsvis 10 athm., 19 athw. og 20
athm. Det kan ikke antages, at et tryk af 20 athm. meddeler
den samme masse den samme hastighed, som et tryk af 10 athm.
meddeler, naar ikke tiden, hvori de to tryk virker paa massen
er forskjellig. De Saint Venant og Wantzels formel kan heller
ikke forliges med den mekaniske varmetheori. Den meddelte
levende kraft skal efter de Saint Venant og Wantzels formel
vere en virkning af expansionsarbeidet af selve den gas, som
strommer ud, uden varmetilfersel udenfra. Men iagttagelserne
viser, at ogsaa temperaturen af gasen i beholderen synker bety-
delig under udstremningen. En anden udlebsformel antager ogsaa
den meddelte levende kraft for en virkning af selve gasens
expansion, men antager, at gasen tilferes saamegen varme under
expansionen, at temperaturen blir uforandret. For at denne formel
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skal give rimelige resultater maa man opstille en lignende for-
kastelig hypothese som ved de Saint Venant og Wantzels formel.
Desuden er forudsatningen om temperaturens uforanderlighed under
expansionen urigtig, idet temperaturen synker under udstremningen.
Den af mig opstillede udlebsformel gir umiddelbart uden hypothese
resultater, der stemmer godt med iagttagelserne, hvad udlebs-
maengden angaar; den gir i den henseende saa gode resultater,
som man kan vente af en theoretisk formel, hvor ikke hensyn er
taget til friktionen. Udlebsmengden viser paa det nermeste en
konstant veerdi, naar det ydre tryk fra at veere lig halvparten
af det indre synker ned til 0. Derimod voxer hastigheden stadig
med det stigende overtryk og ligesaa den levende kraft. Desuden
maa efter den betragtningsmaade, der danner grundvolden ved
udledningen af formlen, saavel gasen i beholderen, som den gas,
der strommer ud, afgive varme ved udlebet. Den meddelte levende
kraft betragtes nemlig som en virkning baade af arbeidet af’
oasens tryk i beholderen og af expansionsarbeidet af gasen under
undstremningen.

Jeg har dvelet saa lenge ved den opstillede udlebsformel
for permanente gaser, fordi den afgir en prove paa rigtigheden
af mine nye hydranliske theorier. Den kan alene udledes ved
hjelp af disse. Naar den nu viser afgjorende fortrin fremfor de
nuverende udlebsformler, kunde det ogsaa vere rimeligt at slutte,
at mine hydrauliske theorier er de gamle overlegne.

At erholde rigtigere hydrauliske theorier er ikke blot af
interesse i videnskabelig henseende. Det er ogsaa af sterste
betydning i praktisk henseende, idet konstruktionen af de hydrau-
liske apparater kan afhenge af theorien.




Grundprinciperne for
bevaegelseslzeren,

PO N

Theoremet om tilvexten af levende kraft udtaler, at ved
bevegelsen af et system af punkter, forbundne paa en hvilken-
somhelst maade, er tilvexten af levende kraft lig summen af de
givne krefters arbeide. Tilvexten af levende kraft eller det
arbeide, - som medgaar til hastighedens foregelse (accelerations-
arbeidet), antages at veere lig tilvexten i arbeidsevne, altsaa lig
det arbeide, som systemet paa grund af den erholdte hastigheds-
forogelse kan udfere, inden denne atter er bersvet systemet.
Denne antagelse er i mange tilfelde urigtig, og satsen er derfor
ufuldsteendig og misvisende.

Har man et system af materielle punkter, som er i ligevaegt
under paavirkning af krefter, saa vil der vere ligevaegt mellem
de givne krafter og forbindelseskrafterne. Da forbindelseskraef-
terne altid er parvis ligestore og modsatte og felgelic holder
hverandre i ligeveegt, vil ogsaa de paa punkterne virkende givne
krefter holde hverandre i ligevegt. Har de givne kraefter en
bestemt sterrelse, saa maa ogsaa forbindelseskraefterne have en
bestemt storrelse. Faar de givne kreafter en anden verdi, medens
systemet fremdeles er i ligevaegt, saa maa ogsaa forbindelses-
krefterne antage en anden vardi. Og omvendt vil der til en
bestemt veaerdi af forbindelseskrefterne svare en bestemt veerdi af
de givne krafter, naar systemet er i ligevaegt. Er de paa
punkterne virkende krafter under ligevagten Py, P. . . i Pniioe
man tilfeier krafterne pi, pe . .. pn, vil i almindelighed ligevaegten
ophere og punkterne erholde en vis foregelse af sin hastighed.
Hvis nu forbindelseskrefterne under hastighedsforegelsen antager
andre vardier end under ligevegten, saa vil ogsaa de paa
punkterne virkende krafter, som holdes i ligevaegt af forbindel-
seskrefterne, faa andre verdier og forandres til (Ps, X1),
(P2, Xo) . . . (Pn, xn), hvor x er en kraft, hvis storrelse varierer
under hastighedsforegelsen. Da nu de givne krafter under hastig-
hedsforgelsen er (P1, pi), (P2, p2) ... (Pn, pn), og krefterne
(P1, x1), (P, X2) . . . (Pn, xn)) er i ligevegt under hastigheds-
foregelsen, saa bliver folgelig de til foregelse af hastigheden
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virksomme krafter (p;, — x1), (p2, —X2) . . . (pn,— xn). Og til-

vexten af levende kraft blir lig summen af disse kraefters arbeide.

Da nu krefterne (Pi, x1), (Pe, X2) . . . (Pn, xn)) holder hveran-

dre i ligeveegt, saa vil ogsaa tilvexten af levende kraft vere lig

summen af de givne kraefters arbeide. Derimod vil tilvexten i

arbeidsevne ikke veere lig arbeidet af krefterne (pi, — x1),

(p2, — X2) . . . (pn,— xn); tilvexten i arbeidsevne vil bestemmes

af de tilfeiede kraefter ps, p: ... pn og af den forandring, som de

paa punkterne virkende givne krefter P1, P. . . . Pn lider, naar
den meddelte hastighedsforegelse atter er berevet systemet. Hvis

Pi, P. . . . Pn er uforandrede, naar systemet er tilbagefort til

den oprindelige hastighed, saa vil tilvexten i arbeidsevne vere

lig arbeidet af de tilfeiede kraefter pi, p» . . . pn. Dette vil vaere
tilfeeldet ved faste legemer og vesker. Ved disse vil krefterne

(P) veere uforandrede, naar bortsees fra det uendelig tynde over-

fladeskikt, hvor det ydre tryk virker. Den tilvext i arbeidsevne,

som bevirkes ved forandringen af kreefterne (P) i det uendelig
tynde overfladeskikt, er selv uendelig liden. Ved faste legemer
og vesker kan man derfor antage, at naar systemet atter antager

den oprindelige hastighedstilstand, saa vil de krazfter (Pi, xi),

(P, X2) . (Pn, xn)), som under accelerationen holdes iligevaegt

af forbindelseskraefterne forandres til P1, P» . Er vardierne

afivxi Xoi 0 EihiXn, inaar kraefterne | A g pn opherer at virke,

a1, s . . . an, saa vil felgelig krafterne (Pi, ai1), (Ps, a2) . . .

(Pn, an)) holdes i ligeveegt af forbindelserne. Tilfeies nu kreef-

terne — pi, — P2 . . .— Pn, saa vil disse meddele en hastighed i

modsat retning af den, som krefterne pi, p2 - . . pn meddelte.

De givne krafter blir da: (P, a1, — p1), (P2, a2, —Pp2) . . .

(Pn,an,— pn)). Af disse kraefter er a;, a- . .. an variable og

kan s=®ttes lig a1 — X1, 80— X2 . . . an — Xn, hvor x varierer fra

0 til ai, xn fra O til an. De kreefter, som holdes i ligevegt af

forbindelserne, blir (P1, (a1 — x1) ), (P2, (82 — x2) ) .

(Pn, (an — xn) ), og de virksomme krefter blir (— ps, + xl),

(—p2y+ x2) . . . (— pn,+ xn), der meddeler de samme accelera-

tioner, som de vnksomme kraefter, der fremkalder bevagelsen, og

bringer denne til opher i samme tid, hvori disse fremkaldte den.

Theoremet om tilvexten af levende kraft er saaledes ufuld-
steendigt og vildledende. Man faar istedet derfor ved faste legemer
og vaesker de to felgende satser:

1) Ved bevaegelsen af et system af punkter, forbundne paa en
hvilkensomhelst maade, er tilvexten i levende kraft lig de
givne kraefters arbeide.

2) Ved bevagelsen af et system af punkter, forbundne paa en hvilkens
somhelst -maade, er tilvexlen i arbeidsevne lig summen af de
krefters arbeide, ved hwis tilfoielse bevagelsen fremkaldes,

Man ser af det foran udviklede, at naar x == 0, altsaa
naar-de kreefter, som er i ligevagt, og folgelig ogsaa forbin-
delseskrefterne er uforandrede under hastighedsmeddelelsen,
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saa er de givne kraefters arbeide lig de krafters arbeide, ved
hvis tilfoielse beveaegelsen fremkaldes. Man kan da for fuld-
steendigheds skyld ogsaa opstille en tredie sats, der er en
folge af de to foregaaende: !

3) . Tilvexten i arbeidsevne og tilvexten i levende kraft er lige
store, naar de paa systemets punkter virkende givne krafter,
som er i ligevegt, ikke forandres under bevegelsen.

Ved beviset for satsen om tilvexten i arbeidsevne er der
forudsat. at de kraefter Py, P> . . . Pn, som under den oprindelige
ligevegtstilstand virker paa punkterne, er uforandret af samme
verdi, naar punkterne efter den fremkaldte bevaegelses opher atter
antager en ny ligevegtstilstand. Dette kan antages at vere til-
feldet ved vasker, hvor tetheden og folgelig ogsaa tyngdekraftens
virkning er tilnermelsesvis uafhengig af det ydre tryk og varmen.
Ved vasker vil derfor ved en hvilkensomhelst ligeveaegtstilstand,
ved ethvert ydre tryk krefterne P1, P> . . . Pn veere uforandrede.
Ved gasarter derimod, hvor tetheden er afhzngig af det ydre
tryk, vil krefterne Pi, P> . . . Pn, naar bevagelsen opherer, og
punkterne atter er kommet i ligevaegt under et andet tryk end det
oprindelige, antage andre vardier end under den oprindelige lige-
veegtstilstand. Da det ydre tryk under den nye ligevaegtstilstand
er mindre end under den oprindelige, vil ogsaa kezfterne Py, Ps .. . Pn
paa grund af tilstandsligningen for gaser under ligevaegt antage
mindre - verdier Py —Zs, Ps—Zs, . .. Pn—Zn. Tilvexten i
arbeidsevnen vil derfor i dette tilfzlde vere en virkning foruden
af de tilfeiede krafter pi;, p» . . . pn ogsaa af krefterne
VA A A

De paa systemets punkter virkende givne krzfter (P) er,
naar bortsees fra overfladetrykkene, ved fluiderne tyngdekraften
og varmen. Man kan sztte P = g p d V, hvor g er tyngdens
acceleration og d V volumelementet. Dersom der nu under hastig-
hedsforogelsen indtreeder en forandring af sterrelsen af de kraefter
(P), som holdes i ligevaegt, maa dette ske ved, at enten g eller
¢ eller begge forandres. Ved vasker, hvor p er konstant, maa
forandringen af (P) frembringes ved, at tyngdens acceleration g
undergaar en forandring. Dersom nu de accelerende krafter er
sterre end de tilfeiede kraefter (p), maa krafterne (P), som holdes
i ligevegt, under hastighedsforogelsen formindskes, og felgelig
ogsaa tyngdens acceleration g antage en mindre veerdi under
hastighedsforegelsen end under ligevegten. Veaeskens vaegt vil
saaledes under hastighedsforegelsen vise sig formindsket. Er
tyngdens acceleration g forandret til g’, maa, naar ikke hastig-
heden forandres, ogsaa volumelementet d V, hvorpaa en af de til-

foiede kreefter (p) virker, forandres fra d V til %, dV. Volumet
af den udstremmende vaske vil folgelig ogsaa foreges i forholdet

g: g’. Kaldes det i ét sekund udstremmende volum, naar
accelerationen g er uforandret under hastighedsforegelsen, V, saa
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blir det udstremmende volum, naar accelerationen forandres fra
g til g’, g V. Vazgten af den udstrommende veeske blir derimod

i begge tilfelde den samme, nemlig g p V i ferste tilfwlde og
g’ (»—i; V) i andet tilfelde. Hvis nu i andet tilfelde accelera-
tionen g’, efter at hastighedsforegelsen er ophert og bevaegelsen
er blevet konstant, atter antager vardien g i ligevaegtstilstanden,
saa vil vegten af den i andet tilfelde udstremmende veskemaengde

foroges fra gp V til g. € o V. Den hastighedsforegelse, som

g
vaegten g ¢ V erholdt, hvilken vi betegne med v, forandres da
til w, saaledes at o Vv? = ,gi o V w?; hvoraf:

Som senere vises, formindskes tyngdens acceleration ved frit
udleb baade gjennem munding i tynd veg og — i endnu heiere
grad — gjennem ansatsrer. Accelerationen g vil kunne formind-
skes til det halve ved fuldt udleb gjennem afrundede mundstykker.
Denne vagtformindskelse af den gjennem mundstykket stremmende
vaeske vil kunne exprimentelt paavises.

Ved gasarters udleb vil fornden g ogsaa o forandres. Paa.
grund af forandringen af ¢ vil ogsaa udlebshastigheden foreges
ved siden af den forandring af udlebsmaegden, som bevirkes ved
forandringen af g.

Ved hastighedsmeddelelse til faste legemer, hvor krafterne
(P) er uforandrede ikke blot, naar legemet er tilbagefert til den
oprindelige hastighedstilstand, men ogsaa under selve hastigheds-
foregelsen, gjelder sats (3), hvorefter tilvexten i arbeidsevne er
lig tilvexten i levende kraft.

Ved hastighedsmeddelelse til flydende legemer vil, naar
hastighedsmeddelelsen foregaar ved udleb af et reservoir, i praksis
altid kraefterne (P) under hastighedsforegelsen undergaa en for-
andring, som ikke kan swttes ud af betragtning. Ved disse maa
derfor tilvexten i arbeidsevne beregnes efter sats (2).

Ved hastighedsmeddelelse til luftformige legemer vil kreef-
terne (P) ikke blot undergaa forandring under selve hastigheds-
foregelsen, men ogsaa i den ny ligevegtstilstand antage andre
vaerdier end i den oprindelige. Tilvexten i arbeidsevne kan
derfor ved luftformige legemer ikke beregnes efter sats (2). Ved
behandlingen af gasers bevaegelse vises, hvorledes arbeidsevnen t
dette tilflde bestemmes.

Det andet grundtheorem for bevaegelsesleren, o Alemberts
princip, er kun i et specielt tilfzelde brugeligt for sit eiemed.




Det udtaler, at ved bevaegelsen af et system af punkter de givne
kraefter og de totale krafter, naar de tages i modsat retning af
bevegelsen, holder hverandre i ligeveegt. Den totale kraft i et

punkt er den kraff, der vilde fremkalde punktets bevegelse, hvis

punktet var ganske frit. Den totale kraft er saaledes lig punk-
tets masse, multipliceret med accelerationen. Af d’Alemberts
princip kan kun udledes ligninger, som udtrykker, at der er
ligeveegt, eller at hastigheden er konstant. Sterrelsen og retningen
af den totale kraft i et punkt kan derimod ikke udledes af dette
princip. Det indeholder kun, at de totale krefters resultant er
den samme som de givne krefters. Men af sterrelsen og retningen
af en saadan resultant kan ingen slutning drages angaaende sterrelsen
og retningen af hver enkelt komponent. En kraft kan paa uendelig
mange maader opleses i et givet antal komponenter. Der er
derfor uendeliz mange maader, hvorpaa de givne krafter kan
holdes i ligevaegt af de totale kraefter, tagne i modsat retning af
bevegelsen. Bevaegelsen af et system af punkter kan saaledes
aldrig bestemmes af d’Alemberts princip aleme. Problemet kan
kun leses ved hjelp af dette princip i forbindelse med den givne
lov for forbindelserne mellem punkterne. Hvis man af denne kan
uddrage bestemte love for den relative bevagelse af punkterne,
saaledes som naar punkterne er uforanderlig forbundne, vil pro-
blemet vare loseligt. Kan derimod punkternes relative bevegelse
til hverandre foregaa paa uendelig mange maader, saaledes som
ved fluiderne, saa vil man ikke ved hjzlp af ligevaegtsligningerne
kunne udlede bevagelseslovene.

Vaskers bevagelse i lukkede kana-
ler under konstant tryk®).

Almindelige differentialligninger for fluiders bevaegelse kan
ikke opstilles. De, man nu har, er feilagtige. Den ene af dem
er den saakaldte kontinuitetsligning. Denne udledes af en egen-
skab, som vilkaarlig tillegges elementets masse. Man antager
denne for konstant under bevaegelsen. Deraf udleder man en
ligning, som udtrykker dette. Denne ligning gjelder kun under
den foruds®tning, at massen er konstant. Men nu er sterrelsen af
elementets masse fuldkommen vilkaarlig, kun med den begr@nsning,
*) Hypothesen om den linesre beveegelse, der i mange tilfelde ikke kan
forliges med de virkelig stedfindende forhold, henyttes ikke.
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at den maa vere uendelig liden. Krefternes accelerationer paa-
virkes nemlig ikke af en forandring af massen, idet krefterne er
proportionale med massen. Man kan derfor lade elementets masse
vere konstant, eller man kan lade den variere efter en vilkaarlig
valgt lov. Kontinuitetsligningen udtrykker saaledes, at en vil-
kaarlig forudsetning er en nodvendig lov. Den wundtrykker, at
massen mae vere konstant, hvilket er feilagtigt. I det hele er
det jo en absurditet af massen alene at ville udlede egenskaber
ved elementets hastighed.

Istedetfor den kontinuitetsligning, som udtrykker, at massen
af et -element er konstant under bevagelsen, benyttes i alminde-
lighed en anden kontinuitetsligning, som ogsaa jeg anvender ved
bestemmelsen af bevegelsen. Denne udtrykker, at der i samme
tid stremmer den samme masse af fluidet gjennem alle tversnit.
Denne kontinuitetsligning antager man kun i formel henseende er
forskjellig fra den, som opstilles blandt differentialligningerne for
beveaegelsen. Man mener i almindelighed, at der ingen realitets-
forskjel er mellem de to kontinuitetsligninger. Denne mening er
ganske feilagtiz. Den almindelig anvendte kontinuitetsligning er
en ganske anden en den, som opstilles blandt differentiallignin-
gerne. Den almindelig anvendte kontinuitetsligning er en ned-
vendig folge af den egenskab ved beveaegelsen, at der er kontinuitet,
og udtrykker kun, at denne egenskab er tilstede, medens den
kontinuitetsligning, som opstilles blandt differentialligningerne,
ogsaa tilsigter at karakterisere bevaegelsen paa anden maade.
Den almindelig anvendte kontinuitetsligning indeholder kun, at til
ét og samme tidspunkt, naar man betragter bevaegelsen i lebet
af et tidselement dt, det masseelement, man regner med, er ligestort
overalt i fluidet, medens intet er til hinder for, at det masseele-
ment, man til andre tidspunkter under bevagelsen ved vardier af
tidselementet kdt, forskjellice fra dt, regner med, kan have en
anden vardi. Kontinuitetsligningen, som udtrykker, at elementets
masse maa vere konstant under bevaegelsen, indeholder derimod,
at man til alle tidspunkter under bevaegelsen maa regne med et
masseelement af én og samme verdi. Og den verdi af masse-
elementet, man under hele bevegelsen maa regne med, kan ikke
vaelges vilkaarlig. Thi kunde den vezlges vilkaarlig, hvis altsaa
bevegelsen var unafhzngig af den veerdi, man oprindelig tildelte
masseelementet, saa maatte man ogsaa til forskjellige tidspunkter
kunne regne med forskjellice masseelementer. Det masseelement,
man regner med, maa folgelig have en bestemt vaerdi. Men isaafald
vil masseelementet ikke leengere kunne veere noget masseelementet;
det vil ikke kunne veere en uendelig liden sterrelse. Thi en
saadan har ingen bestemt verdi. Skal en uendelig liden storrelse
have en bestemt verdi, kan den kun vare lig 0. Det er en
mathematisk feil at seette differentialforholdet af masseelementet
med hensyn paa tiden lig 0, hvorved man udtrykker, at masse-
elementet er konstant under beveegelsen, Thi hvis en uendelig
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liden sterrelse maa veere konstant, kan den kun vere lig 0.
Skal masseelementet vare konstant under beveaegelsen, kan det
kun vere lig 0. Men er masseelementet O under bevegelsen,
kan der ingen bevagelse vere, der maa vere ligevegt. Den
kontinuitetsligning, som opstilles blandt differentialligningerne for
bevegelsen og som udtrykker, at masseelementet er konstant
under bevagelsen, tillegger bevegelsen kun den egenskab ikke at
existere.

Er d V volumelementet og ¢ tetheden, saa er elementets
masse ¢ d V. Er tversnittet F og lengden af et element af
banen ds, saa er ¢ d V=F o ds. Betragter man et og samme
tversnit, saa er F konstant og F o ds er masseelementet, der
skal vere uforandret til ethvert tidspunkt af bevaegelsen. Er o
konstant, maa folgelig ds have en konstant verdi under beve-
gelsen. Nu er ds lengden af det baneelement, som i tidselementet
dt gjennemstremmes af fluidet. Da ds er konstant, blir folgelig
lengden af det baneelement, som i tidselementet gjennemstrommes
af fluidet, uafhengig af sterrelsen af tidselementet. Dette kan
kun finde sted, hvis der ingen bevaegelse er.

Efter den almindelig anvendte kontinuitetsligning, der ndtryk-
ker, at i samme tid strommer samme masse af fluidet gjennem
alle tversnit, vil derimod lmngden af det baneelement. som i
tidselementet gjennemstrommes af fluidet, vaere proportional med
sterrelsen af det tidselement, man regner med.

Det er ligeledes en mathematisk feil, naar man ved differ-
entiationen af volumelementet ¢ dx dy dz med hensyn paa
dx dy

tiden satter i S

heden langs y—axen og g; lig hastigheden langs z=—=axen. Thi

lig hastigheden langs x—axen lig hastig-

dx, dy og dz er bundne ved den betingelse, at ¢ dx dy dz skal
vere en uforanderlig sterrelse, medens dt kan vealges ganske

dx dy

vilkaarlig. Derfor vil — — ikke have bestemte

115 SRR
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verdier, men vere fuldstendig ubestemte sterrelser. Folgelig vil

o, el (di L .,dY,) g8 ,(‘Z,) ;
heller ikke i\ L iy it og e it have be
stemte vaerdier. De vil have mange forskjellige verdier, der,
naar ¢ er konstant, alle maa tilfredsstille ligningen:

d ( dx d ( dy ) d ik o e
dx dt) + dy \dt 1 dz dt) b
hvilket er en umulighed. Felgelic maa dx dy dz — 0.
Til bestemmelse af bevegelsen i lukkede kanaler har man
de to almindelige love om tilvexten af levende kraft og af arbeids-

evne. Dertil kommer en kontinuitetsligning, der udtaler, at der i
samme tid stremmer den samme masse af fluidet gjennem alle
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tversnit. Kanalens tversnit antages lidt efter lidt at indsnevres
fra overfladen til mundingen. TUnder ligevaegten maa der paa
mundingen og i modsat retning af det hydrostatiske overtryk paa
mundingen virke et tryk lig det hydrostatiske overtryk. Bevaegel-
sen indtreder ved, at der til de krefter, som under ligevaegten
virker paa elementerne i mundingen, foies en kraft lig det hydro-
statiske overtryk. Hastigheden, som denne kraft vilde meddele
elementerne i mundingen, findes af ligningen for den levende kraft.
Er mundingens tversnit f og veien, som tilbageleegges i mundingen,
ds, saa er massen af det udstremmende fludium f ¢ ds, naar ¢
er fluidets tethed. Kraften, som tilfoies og frembringer bevaegel-
sen, er Hg o f = det statiske overtryk. Kaldes hastigheden v,
saa blir: ;
Hgofds=12fodsv?
Hg =12 v*
v=V 2¢ H.

Hastigheden af det udstremmende vand er saaledes lige fra
bevegelsens begyndelse lig \/”2"&'”}1". Men den maengde, som
strommer ud med denne hastighed, er i begyndelsen uendelig
liden. Paa grund af Kontinmiteten maa nemlig tilstromnings-
maengden til mundingen vere ligesaa stor som den mangde, der
strommer ud. Til bestemmelse af tilstromningshastigheden til
mundingen har man som givne kreefter differentsen mellem over-
fladetrykket po og modtrykket i udmundingen p: samt tyngden.

Arbeidet af trykdifferentsen p, — p: faaes ved at tage et
element af tversnittet i mundingen df og det tilsvarende tversnit
i overfladen. Er nu 1 lengden af den bane, elementet beskriver
fra overfladen til mundingen, saa er df. 1. ¢ massen af det
fluidum, hvorpaa kraften df (po — p:) virker. Dens acceleration

s eaf (pp— s
blir folgelig 5—-2(1%le(;?},)_ — E]——oﬂ'
Hvert af elementerne ia b cd blir saaledes

paavirket af en kraft, hvis acceleration er

Kraftens retning er banens retning.
Vzlges nu z==axen positiv nedover og
begyndelsespunktet i overfladen, saa vil et
element i afstanden z, hvis masse er dm,
paavirkes af tyngdekraften, hvis acceleration
c er g og retning langs z— axen, og tryk-
~df  differentsen, hvis retning er langs banen.
Arbeidet af tyngdekraften i tidselementet
blir dm. g d z og arbeidet af trykdifferentsen

Po— P

o ds. dm. Ved integration fra z til h, hvor h er overfladens
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heide over mundingen, og z antages mindre end h, og fra s till
faaes krefternes arbeide, og man faar ifelge ligningen for den
levende kraft:

.

=h 3
Jeat [ wony .

Z 8 -tlho
naar vz-— Ofnaar i—

vz er den hastighed, som tversnittet i afstanden z fra overfladen

erholder i mundingen, naar dets oprindelige hastighed var nul.
Man finder:

Vevs?=¢g (h —Z)+ﬁ%(l—8)-
Settes z =0, faaes tilstremningshastigheden til mundingen, naar
overfladetversnittet har naaet denne. Denne blir:

Qs
2 v® = gh |- _I;Qpl,
og felgelig lig udlebshastigheden; bevegelsen er da permanent.
Overfladetrykket p, indbefatter ogsaa trykket af det til overfladen
strommende vand. Er dettes hastighed vo, saa er — hvad senere
paavises — dets tryk, naar tilstremningen foregaar langs hele

overfladen, lig VOTQ Indseettes po =1po’ -I- L’ég\, faaes:
5 ; (p’'o — p1)
V' — V"= Qg(h —I— ?1" .

Er overfiadens tversnit F' og tversnittet af det tilstrommende
vand fi, saa er, naar tilstremningshastigheden er Vo, den af det
fi Vo? 0

tilstrommende vand frembragte trykforoegelse s 08

fi v
Doy == pn’ -Ei‘ "20 .

Man faar da:
fi (Vo — )
¥ = Vo= —J0 (h - E
0 F =) ( —* go
Det vandvolum, som stremmer til mundingen f med hastig-
heden vz er fs ds. Er det effective udlebstversnit £, isaa, er

vz f = v f, altsaa f’ = l‘:~ f. T tidselementet dt stremmer ud

en vandmengde:
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f v dt="fs ds.

lvz— £ v, At = vz fidt=ifs ds:

1 fy dST 1 /' 9

=5, =1V 2g—n+ 2B )

1 fs, ds.
L W 5 Dl
Des g I - VQg (h—2) +2(L‘i'eﬂl 1 —s),

der gir tiden, inden tversnittet fs naar mundingen. Sxttes som
nedre greense s =0, faaes tiden til indtreedelsen af permanens.

Da elementets bane og dennes lengde er ubekjendte, kan
opgaven kun loses tilnermelsesvis. Seottes f. ex. s =z, ds=dz,
faaes tiden til indtradelsen af permanens:

h fz dz
i Jo VQg(h—

Er fz — fo — az, hvor f, er overfladetversnittet, og

i fo O f .
ey blir:

z) + 2_({)_01—0_I)Q (h — 2).

a=

h
=3 MR T

Det specifike tryk under hastighedsforagelsen.

Trykket under hastighedsforegelsen findes ved felgende be-
tragtning. Naar et punkt, som er forbundet med andre punkter
paa en hvilkensomhelst maade, antager en vis bevaegelse, paavirket
af givne krefter, saa kan ‘denne bevaegelse teenkes frembragt ved,
at man i bevegelsens retning tilfoier en kraft, lig den totale
kraft, og i modsat retning af bevegelsen en lige stor kraft, der
holdes i ligeveegt af de givne krefter og forbindelseskrafterne.
Denne kraft vil formindske det tryk, som paa grund af forbin-
delserne under ligevegten finder sted i punktet, med den totale
krafts tryk.
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Er Py, P. . . . Pu de paa punkterne virkende givne kreef-
ter under ligevaegten, saa kan tilvexten i hastighed tznkes frem-
bragt ved, at man til de givne kraefter feier de totale kreefter
X1y X2 . . . Xn 1 bevegelsens retning. Men i saafald maa man,
da de givne krafter ikke forandres, ogsaa tilfeie krafterne
— X1, — X2 . . . —Xn, der virker i modsat retning af bevaegelsen
og felgelig vil formindske sterrelsen af det tryk, som paa grund
af forbindelserne finder sted i beveaegelsens retning. Da nu trykket
i et punkt ved fluiderne er ligestort i alle retninger, vil fo'gelig
det tryk, som finder sted under ligevaegten, under hastighedsfor-
ogelsen formindskes med en sterrelse lig trykket af den totale
kraft i punktet. Ved bevaegelsen optrzder en reaktionskraft, af
storrelse lig den totale kraft, og med dennes tryk formindskes
det tryk, som paa grund af forbindelserne finder sted under lige-
vegten. Trykket under hastighedsforogelsen findes derfor efter
folgende sats:

Ved fluidernes bevwgelse finder man det specifike tryk under
hastighedsforegelsen, naar man fra det tryk, der paa grund af for-
bindelserne finder sted i ligeveegten, subtraherer trykket af den totale
kraft, der bestemmes of den givne hastighedsforegelse,

Er hastigheden i et tversnit vz saa er massen af det i
et sekund gjennem et element af tversnittet df stremmende fluidum
¢ d f vz, og da accelerationen er lig hastigheden vz saa blir
den totale kraft i punktet ¢ df. vz® og denne krafts tryk paa
fladeenheden o vz

Ved udlebet, hvor v = V' 9 ¢ T, er ved fuldt udleb den

totale krafts tryk 2 Hg o, felgelig dobbelt saa stort som det
statiske overtryk Hgo. Trykket under ligevaegten er Hg o - pi;
under bevaegelsen blir det felgeliz pi — Hg ¢ ved mundingen.
Foregaar udlebet under kontraktion med kontraktionskoeffi-
cienten m, saa er den totale krafts tryk ved mundingen lig
2m Hg o. Folgelig vil det specifike tryk p blive:
p=p+Hge—2mHge=p—(2m— 1) Hgo.

Arbeidsevnen

af .det udstremmende vand findes af loven for tilvexten af
arbeidsevne. - Den tilfeiede kraft er f. Hg o, dens acceleration
v og. felgeliz den vei, som tilbagelegges til meddelelse
af accelerationen v, 12 v. Kraftens arbeide blir da
f. Hg o /2 v = /4 f o0 v3 Dette er det stremmende fluidams
arbeidsevne. Den levende kraft ved udlebet er derimod /2 f o v?,
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Fluidets arbeidsevne er saaledes ved fuldt udleb blot lig haly<
parten af den levende kraft. Foregaar derimod udlebet under
kontraktion, blir ved samme mundingstversnit arbeisevnen ufor-
andret, medens den levende kraft og meengden af det udstrem-
mende fluidum formindskes. Arbeidsevnen pr. vegtsenhed af det
udstrommende fluidum foroges saaledes ved kontraktionskoeffici-
entens aftagen. Arbeidsevnen pr. vaegtsenhed fluidum blir omvendt
proportional med kontraktionskoefficienten.

Arbeidsevnen af det stremmende vand findes ogsaa uden
anvendelse af satsen om ftilvexten i arbeidsevne ved betragtning
af det udstrommende fluidums specifike tryk p. Hvis dette er lig
det ydre modtryk p:, blir selvfelgelig arbeidsevnen lig den levende
kraft. Kr derimod p mindre end pi, p==pr— @m—1)Hg o,
blir arbeidsevnen formindsket med arbeidet af (2m — 1) Hg 0. Dette
er 12fv(2m—1)Hge, da nemlig '/2v er den vei, der tilbage-
legges til meddelelse af accelerationen v. Arbeidsevnen A blir
folgelig:

A=1mvifo—12v(@2m—1) Hgof.

=1jemfoey? —Tv(@ms=1) ';A'f'gg'
— 1, v*fe(@m—2m —1)).
LU 1/4 V:;fQ.

Naar trykket i det udstreommende vand er lig det ydre mod-
tryk pi, blir den totale kraft lig det hydrostatiske overtryk ved
mundingen. Den frembragte hastighedsforegelse i mundingen er
isaafald kun en virkning af det hydrostatiske overtryk, altsaa af

“de krazfter, ved hvis tilfeielse bevaegelsen fremkaldes. Sterrelsen

af de under ligevegten paa fluidets molekyler virkende givne
krefter — tyngdekraften — forandres isaafald ikke under hastig-
hedsforegelsen. - De paa molekylerne virkende tyngdekrafter vil

* ogsaa under hastighedsforegelsen holdes i ligevasgt, Hvis derimod

trykket i det udstrommende vand er mindre end det ydre mod-
tryk pi, saa maa den totale kraft ved udlebet vere storre end
det hydrostatiske overtryk. Da nu det specifike tryk

p=—pi— (2m — 1) Hgo

vil p vere mindre end p:, naar kontraktionskoefficienten m er
storre end '/», hvilket ved frit udleb i praxis altid er tilfeldet,
naar bevegelsen er blevet permanent. I almindelighed vil derfor
den totale kraft veere sterre end de krafter, ved hvis tilfeielse
bevaegelsen fremkaldes. Sterrelsen af de paa molekylerne virkende
tyngdekreefter, som er i ligevaegt, er isaafald under hastigheds-
foregelsen mindre end under ligevaegten, idet de delvis medvirker
ved hastighedsforogelsen. Medens vandets vaegt, naar det speci-
fike tryk er lig pi, er uforandret den samme under hastigheds-
forogelsen som under ligevaegten, vil derimod veegten, naar det
specifike tryk er mindre end pi;, vise sig formindsket under




hastighedsforegelsen. Var det specifike tryk storre end pi, vilde
tyngdens acceleration og vaegten vise sig foreget under udstrem-
ningen og den levende kraft formindskes. Dette vil veere tilfzldet
ved frit udleb, for bevaegelsen er blevet permanent. I dette til-
felde vil ikke de tilfeiede kreefter i sin helhed virke til fremkal-
delse af de udstremmende elementers hastighed, men delvis holdes
i ligevegt af forbindelserne. De paa punkterne virkende krefter,
som holdes i ligevaegt af forbindelserne, vil .under hastighedsfor-
ogelsen vare storre end under ligevagten.

Naar tyngdens acceleration under udstremningen viser sig
forandret, vil ogsaa udlebsmzengden forandres. Volumet af det
udstremmende fluidum vil i alle tilfelde vaere saa stort, at ved
samme hydrostatiske overtryk vaegten af det i et sekund ndstrem-
mende fluidum blir uforandret, naar ved bestemmelsen af vaegten
tyngdens acceleration tildeles den veerdi, den har under udlebet.
Vi vil betegne accelerationen under udlebet med G og under lige-
vegten med g. Er hastigheden v, og tversnittet f, saa er udlebs-
volumet mfv og vegten mfv.G.o. Nu vil G antage verdien g,
naar m = '/, Man faar felgelig ligningen:

mfv. G o=—1Laf v.g.0

it
2m

Af denne ligning findes tyngdens acceleration under ndlebet.
Som man ser, vil G antage verdien QO, naar m =0, altsaa
ved udstromningens begyndelse, og aftage, naar m voxer, indtil
G — ', g, naar m = 1, altsaa naar udlebet foregaar uden
kontraktion,

For bevaegelsen er blevet permanent, er forholdet dette, at
det hydrostatiske overtryk kun delvis virker til fremkaldelse af

hvoraf:
G e

o
=)

udlob. Delvis virker det til at fremkalde hastighedsforegelsen af -

fluidet i karret, og i begyndelsen vil den sterste del af det hydro-
statiske overtryk medgaa dertil. Ferst naar bevaegelsen er blevet
permanent og hastighedsforogelsen af fluidet i karret er ophert,
kan det hydrostatiske overtryk i sin helhed virke ved udlebet.

Mindre end /s g vil G ikke kunne blive, naar udlebet fore-
gaar frit fra et enkelt kar. Skal G blive mindre end Y/ g, maa
foruden udlebsmeengden ogsaa udlebshastigheden foreges. Dette
finder sted, dersom der i en forsnevring af karret frembringes en
hastighed, som er storre end den, som betinges af den givne
trykheide i vedkommende forsnevring. Denne forogelse af hastig-
heden i forsnevringen vil da ogsaa fremkalde en yderligere for-
mindskelse af det specifike tryk af det gjennem forsnevringen
stremmende fluidum.

Forandringen af tyngdens acceleration vil kun finde sted,
saalenge hastighedsforandringen foregaar. Naar hastighedstil-
vexten er ophert, vil accelerationen G atter antage vardien g,
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og samtidig det specifike tryk p antage verdien p.. Denne for«
andring af G og p maa medfere en forandring af den meddelte
hastiched v. Naar G atter antager verdien g, vil vegten af

det fluidum, som er strommet ud, forandres i forholdet -%- Fr g

storre end G, vil vegten foreges. Forholdet blir da det samme,
som om man til det fluidum, som er i bevaegelse med hastigheden v,
foier en ny mengde fluidum, som er i-hvile, og som skal meddeles
hastighed af det stremmende fluidum. Dettes hastighed maa
derfor formindskes. Er derimod g mindre end G, saa blir for-
holdet dette, at endel af de krefter, som under hastighedsfor-
ogelsen holdtes i ligevaegt, blir frigjort og foreger den meddelte
hastighed. Er g sterre end @, finder man den nye hastighed
w ved at bemarke, at arbeidsevnen af et fluidum i bevegelse er
lig dets levende kraft, naar dets specifike tryk er lig det ydre
tryk p;.  Massen af det pr. sekund udstremmende fluidum er
mfve, folgelig den levende kraft, naar det har antaget det
specifike tryk p: og hastigheden w:
/o mf v 0 w2

Nu er den levende kraft, naar hastigheden er blevet w —

den effektive levende kraft — lig arbeidsevnen /s fvov® Altsaa
lomfyvogw?=".fvev?

hvoraf:
Wii— v !
SRS
1 yia b
0g naar — — —— inds®ttes:
2m g
e
wl=v>—:

Den hastighed, som fluidet antager, naar selve hastigheds-

foregelsen er ophert, er saaledes w=V .2_1“ Den givne tryk-

m

heide “gvg blir saaledes efter hastighedsforegelsens opher forandret
W o v 1
2g QORED TN
er tilfeldet, naar bevaegelsen er blevet permanent, vil der saaledes
lides et tab i trykheide, der voxer med m. Det er derfor ufor-
delagtiz at anvende afrundede mundstykker og fuldt udleb ved
de hydrauliske apparater, naar man benytter det stremmende
vands tryk. Man ber tvertimod indrette apparaterne saaledes, at
udlebet foregaar under den storst mulige kontraktion. Effekten K,
der er forholdet mellem den effektive levende kraft eller arbeids-
evnen og den levende kraft under udlebet, blir:

el
ot mtioyl i

til Naar m er sterré end />, hvad der altid




Vaskers stad.

Vaskers stod maa betragtes som sted af uelastiske legemer.
Ved lodret stod mod et hvilende plan, hvor de stedende partikler
kan frit undvige, tabes derfor hele den levende kraft og arbeids-
evne. Stedtrykket blir da ligt den kraft, som ndfordres for at
berove fluidet dets levende kraft og arbeidsevne i samme tid som
den, hvori den kraft, véd hvis tilfeielse bevaegelsen fremkaldes,
meddelte den. Stedtrykket ved lodret sted mod hvilende plan
blir felgelig lig den bevegende kraft, altsaa lig det statiske over-
tryk paa mundingen. Kaldes stedtrykket P, blir:

Undviger planet med hastigheden ¢, saa blir det lodrette
stedtryk

(v—o)?
B T,fg().
e Steder et fluidum, hvis lodrette stodtryk
Q er (), mod et plan under vinkelen ¢ mod

planet, saa oploses stodtrykket () i det mod
planet P lodrette stedtryk N og et stedtryk
langs planet, der blir uvirksomt. Man faar da:

- N=Qsine,
\ Undviger planet i Q’s retning, opleses N i en
R kraft P i bevegelsesretningen og en kraft S
lodret bevaegelsesretningen. Man faar: :
P = Nisin e — Q sin? .
S =N cosa=Q sin & cos @ == /> Q sin 2 a,

Er den stodte flade hvilende, saa er () — ;0 tgo Uind-

5 =]

viger derimod fladen med hastighed ¢ i Q's retning, saa er
s beadl

2¢ g ¢ .
- Ved den foran fremsatte stedtheori er det forndsat, at det
stodende flnidum, idet det forlader den stodte flade, ikke udever
nogen reaktion, hvorved stedtrykket paavirkes. Er denne et
plan, forudszttes det folgelig, at de stodende partikler undviger
i planets retning. Hvis fluidet derimod, idet det forlader planet,
danner en vinkel ¢ med dette, vil reaktionen af de undvigende
partikler paavirke stodtrykket. Antager man, at hastigheden af
det undvigende fluidum er lig stedhastigheden, og er dennes tryk-
heide H, saa blir ogsaa trykheiden for det undvigende fluidem H
og dets reaktionstryk Hfgo. Dette opleses i et tryk Hf g o cos «
i planets retning, der blir uvirksomt, og et tryk Hf g osine« i
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samme eller modsat retning af stedtrykket. Det effektike stodtryk
blir da:

Hfgo (1 - sin «),
hvor fortegnet — tages, naar det undvigende fluidums reaktions-
tryk virker modsat stedtrykket.

Man kan ogsaa fer at finde stedtrykket benytte den almin-
delige methode, idet man seger differentsen mellem fluidets
arbeidsevne — den effektive levende kraft — for og efter-stedet
istedetfor, i overensstémmelse med den nuverende lere, at soge
differentsen mellem den levende kraft for og efter stodet.

I almindelighed vil den hastighed, hvormed det undyvigende
fluidum forlader den stodte flade, veere meget liden paa grund af
friktionen ved bevaegelsen langs fladen. Som felge deraf vil ogsaa
reaktionstrykket og arbeidsevnen af det undvigende fluidum veere
af liden betydning.

Steder et fluidum paa et andet fluidum, vil virkningen af
stedet blive den samme som ved sted mod et fast legeme. Er
stedtrykket paa fladeenheden p, tversnittet af det stedende flu-
idum f og tversnittet af det stodte fluidum F, vil folgelig den foregelse
af trykket paa fladeenheden, som ved stedet meddeles det stodte

flnidom, veere ; p. Staar det stedende og det stedte fluidum i

sammenhengende. forbindelse med hinanden, vilde i ligeveegtstil-
standen et tryk p i tversnittet f have hidfert et tryk p paa
fladeenheden af det stedte fluidum. Da F altid maa veere storre end
f, hvis der ved en sammenhengende forbindelse skal frembringes
stod, vil saaledes ved stodet trykket i det stedte flnidum for-
mindskes. Ved tversnitsforandringer, hvorved sted fremkommer,
lides folgelig et trykheidetab ved mundingen.

Af den her fremsatte stedtheori folger, atstodtrykket er uaftheen-
gigt af kontraktionskoefficienten paa samme maadesom arbeidsevnen.
Ligeledes vil reaktionstrykket veere uafhaengigt af kontraktionskoeffi-
cienten og i alle tilfelde ligt det statiske overtryk paa mundingen.

Kontraktionskoefficienten.

Naar et fluidum beveger sig langs en plan veg, der med
fluidets bevegelsesretning danner vinkelen «, vil der fremkomme
stod af fluidet mod veeggen. Er hastigheden,
B i A hvormed fluidet bevaeger sig, w’, saa er stod-
‘2
T / trykket pr. flladenhed ‘Y g 90. Dette oploses
u i
/ it T
i ncrmalstedet \; + g o sin « og et tryk langs
/ w'2 ;

ag
S

Stedtrykket lodret veggen opleses i et tryk

/ veggen . g0 co8 ¢, der blir uvirksomt.
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langs bevagelsesretningen V} sin %« ¢ o og et tryk lodret paa
denne, der blir uvirksomt. Der opstaar saaledes ved stodet mod
veggen et tryk i retning af bevaegelsen og da de stedende par-
tikler ikke frit kan undvige, ogsaa i modsat retning af bevegelsen
af storrelse }}: sin 2« g 0. Denderti[svarende trykheide er ‘;’; sin e,
g g
Hvis hastigheden i karret uden sted vilde vere w, felgelig den
w?

dertil svarende trykheide 5—, faar man ligningen:
2g
2 2 o2
W e W T i
2¢g 2¢ 2¢
hvoraf b
W =W A
1 sin *

Paa grund af stedet mod karrets vegge formindskes hastig-
heden i karret og tilstremningshasticheden til mundingen. Deri-
mod formindskes ikke trykheiden i mundingen og udlebshastig-
heden, som bestemmes deraf. Thi stedtrykket, som formindsker
den totale kraft af fluidet i karret, foreger i samme forhold
fluidets specifike tryk, saaledes at fluidets tryk ligeoverfor udlebs-
mundingen uforandret blir lig det statiske overtryk. Ved mun-
dingen blir saaledes w = v, og man har tilstremningshastigheden

L p— .___1~_.
i y ]/ 1 - sin %,

Den del af fluidet, som befinder sig over selve mundingen f,
vil ikke stede mod veggen og vil felgelig have en tilstromnings-
hastighed v. :

Tilstremningshastigheden til mundingen v“ blir saaledes
bestemt af ligningen:

vVifo=v (fo — f) + v 1

" V'(fo—f)%—vf
Vs —
fo

fll
Da man ved kontraktionskoefficienten m forstaar forholdet

"

v A
——, blir denne:
v

=
m — V-m (fp—0-+f
fo
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Er « = 90 altsaa ved udlob af munding i plan, tynd
Vi (o —H4f
f‘)

Fr f liden i sammenligning med f,, blir m = V"1, Har
veeggen en saadan helding, at fluidet maa bevaege sig opad for at
naa mundingen, blir den totale kraft af flnidet i karret formind-
sket i endnu heiere grad. Paa grund af stedet mod vaeggen har
man som i foregaaende tilfelde:

WiE w1
2g  2g 1-}sin2a
Er w” den hastighed, hvormed vandet bevaeger sig opad mod

192

veg, er m =

: w2 ; ; ;
mundingen, saa er o den dertil svarende hastighedsheide. Da

nu fluidet maa bevege sig med samme hastighed nedad mod

“ug

veggen, altsaa med en hastighedsheide %;, og det desuden maa
=]
overvinde trykheider af det fluidum, som bevaeger sig opad, maa
7’2
trykheiden af det fluidum, som steder mod veggen T vere lig
W 112
2 S 0g

w' = w' Vi,

[ty — 5 lw
e

Da tilstremningshastigheden af det fluidum, som befinder sig over
selve mundingen, er v, blir kontraktionskoefficienten den samme
som i foregaaende tilfzlde, naar man blot multipliserer

L o
VG?EWP“WN

Man faar folgelig i dette tilfaelde:

e e R
fo

Hirsa'==90% blir
DL et Yha ) (05l
fo U fo 1
Naar kontraktion finder sted, er den totale krafts tryk ved
udlobet 2m Hg o. Under ligevegten er trykket Hg ¢ —+ p1, hvor
p: er det ydre modtryk. Under bevagelsen blir saaledes trykket
i fluidet

p=m—HgeQ@m — 1),
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Trykket blir 0 under bevagelsen, naar
pr— Hgo(@m—1)—0.
Er saaledes m =1, altsaa udlebet fuldt, blir trykket 0, naar
pr=Hg o; er m = 7?3, blir trykket 0, naar p =1/; Hg o.
Mindre end nul kan trykket ikke blive. Det specifike tryk
er nemlig lig differensen mellem det tryk, de givne kraefter udover
under ligevegten, og den totale krafts tryk. Denne differens kan
ikke blive negativ, da den totale krafts tryk ikke kan blive
storre end det tryk, de givne kraefter udover, idet nemlig den
totale krafts tryk er fremkaldt af de givne krafter. Blir
P — Hgo (2m — 1) negativ, maa tilstremningshastigheden til
mundingen formindskes, og kontraktionskoefficienten m maa antage
en verdi, som er mindre end den af karrets form bestemte.
Kontraktionskoefficienten findes i dette tilfwlde af ligningen:
pi— Hego(@m—1)—10,
hvoraf: .
sl tee

Vs
2 Hg’ 0

Er pi1 ==0, foregaar altsaa udlebet i lafttomt rum, blir m ==/,

Tversnitsforandringer.

Vi skal forst betragte det tilfzlde, at tversnitsforandringen
er pludselig, hvorved sted fremkommer af fluidet i forsnevringen
mod fluidet i det udvidede tversnit. Man har hidtil begaaet den
feil at anse dette sted som stod mod et legeme, der er i bevee-
gelse. I virkeligheden maa det betragtes som stod mod et legeme,
der er i hvile Thi det tversnit af karret, som stodes, forandrer
ikke beliggenhed i forhold til det stedende fluidum. Partiklerne
i et tversnit af det stedte fluidum vil kun i uendelig kort tid
treffes at det stedende fluidum. De partikler, som i en endelig
— om end nok saa kort — tid senere traffes af det stedende
fluidum, er andre end de forst trufne.

Endnu er feil er der ved den mathematiske behandling af
problemet om trykheidetabet ved tversnitsforandringer. Idet det
hurtigere strommende fluidum i det forsnevrede tversnit stoder
paa det langsommere stremmende i det udvidede tversnit, betragter
man dette som stod af et legeme af wendelig liden masse mod et
legeme, hvis masse er endelig, og beregner trykheidetabet derefter.
I virkeligheden faar man her sted mellem legemer, hvis masser
er lige store, og tabet i levende kraft ved stedet skulde blot veere
halvparten af det, den nuvzrende theori regner med, Man begaar
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den feil at regne med den masse, som i en uendelig kort tid
strommer gjennem det stedende tversnit, medens man for det
stodte tversnits vedkommende regner med den masse, som i en
endelig tid gjennemstrommer dette. I samme tid vil der gjennem
det stodende tversnit og det stedte tversnit stremme netop samme
masse, og man faar sted mellem ligestore masser.

Er ved en forsnevring trykket ved vandets overflade po, hastig-
heden i forsnevringen v, kontraktionskoefficienten m;, forsnevrin-
gens tversnit Fi, det efterfelgende tversnit Ti og den givne
trykheide hi, saa er stedtrykket mod det efterfelgende fluidum

m; vi2 0 Fl,
under den forudsetning, at det specifike tryk er lig det ydre
modtryk. I saafald vil nemlig stedtrykket af en vandmaengde
1/2 F1 v1 veere 1/2 Ky v42 ¢ og- folgelig af-vandmeengden m; F1 vq lig
m; vi2 B4 0.

Er det efterfelgende tversnit Ti, vil ved stodet fremkomme
et tryk paa det efterfolgende fluidum, hvilket pr. fladeenhed
blir lig:

9 1
m Vi~ @ T,
Nu er det stedende fluidums specifike tryk lig
Po+hige—mvi®e.
Hermed foreges det efterfolgende fluidums specifike tryk, hvilket
folgelic blir:

3

! e |
Pt+thge—mvietmwnie 'q;l' G
1

=po--hige — m vi:? (1 A8
O o] 4 T, 2.
Uden stod vilde trykket veere po - g 0. Ved stodet opstaar
folgelig et tab af tryk lig m; Vlzp(l — TF‘]"). Divideres dette
1

g : vq? F
med g o, faaes den dertil- svarende trykhoide mj 7(]7 ( 1t "17‘1)
=4 it

Ved forsnevringen opstaar folgelig et tab i trykheide lig:

Va2 Fy
m e

Er ved en efterfolgende forsnevring hastigheden vs, kontraktions-
koefficienten m»., forsnevringens tversnit Fa. og det efterfelgende
tversnit T., vil denne forsnevring frembringe et trykheidetab lig:

\h F-:)
e (G
2 g ( Tg

Og saaledes videre. Man faar den tilbageblevne trykheide for
udlebsmundingen F, hvor udlebshastigheden er v og kontraktions-
koefficienten m, lig:

4




1=

—@“ (1—— —m ™ (13 ..

Vn? ( Fn ‘) v?
N 1— T = 5
Tn

2¢g*
Nu er
3 mVF:m1V1F1:m~1V2Fz:...IIannFn,
folgelig:
v—va'v—“VmF' A m K
o TR RIS B T LR n—‘anF‘n

Inds®ettes dette, faaes:

e TV H. ;
() () o ()
1 }_ my K T _{_ 2l ﬁ]u 1*‘11 ( )
ot Wy n e Fn by ; i
Fir T T, ' Ty meget smaa sterrelser, faaes:
v? H:

o (R o ()
1_I le m F1 —‘ 2mn mn Fn *

Fr tversnitsforandringen ikke pludselig, men tversnittet
F, lidt efter lidt udvides til tversnittet T;, saa er, naar Tx be
tegner et vilkaarligt tversnit mellem Fy, og T, og mx kontraktions-
koefficienten og vx hastigheden i tversnittet: Tx = Fx -}- d Fx og
kontraktionskoefficienten mx = 1. Trykheidetabet vil da veere:

le i d Fx N
Y +dFx*

Da nu m F' v = vx Fx, saa blir:

e
ool
Indsettes dette, faaes trykhoidetabet lig:
) 1 2 L ) =
J WV ‘7(2};1) d]j",_,_:_V,_ (nl I_“)QJ d‘B v
F 8 Fx2 x+de P, Fxs

Ve ] AN s
5z 0 (7= ;z:v( G-

Hvis med kontraktionskoefficienten m; = 1 tversnittet ', pludse-
lig gaar over i tversnittet Ty, blir trykheidetabet:

v: (mF)®
ag \ ) (1“?1)
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Divideres disse udtryk, faaes:

K i Ky
Laln) ik

L]
Al e
Ty

Trykheidetabet ved en ikke pludselig tversnitsforandring er fol-
gelig lig trykheidetabet ved en pludselig med kontraktionskoeffi-
1fat B

> Ty : ur Ty

hoidetabet ved en ikke pludselig tversnitsforandring lig halvparten
af trykheidetabet ved en pludselic med kontraktionskoefficienten 1.
Den nuvierende lere om trykheidetabet ved tversnitsfor-
andringer medferer, at der i forsnevringer kan fremkomme hastig-
lieder storre end den, der bestemmes af den givne trykheide ved
mundingen. Dette vil saaledes vere tilfeldet, naar forsnevringen
er afrundet og er af mindre tversnit end mundingens, idet den
gjeldende lxre ved afrundet forsnevring intet tab kjender. Har
man en afrundet forsnevring i

E ‘. afstanden z fra overfladen med et
| | tversnit fz, mindre en mundingens
| tversnit f, saa vil hastigheden ved

o udlebet vere mindre en hastigheden
| i forsnevringen. Er h den givne
A trykheide ved mundingen, v udlebs-
hastigheden og vz hastigheden i
forsnevringen, saa vilv =V 9g |
0g Vz = V. Massen af det ud-
strommende flnidum er mfve, og
AR dette er ogsaa massen af det flui-
N dum, der gjennemstremmer tver-
snittet fz. Den levende kraft af
det gjennem tversnittet fz strommende fluidum blir da ogsaa sterre
end fluidets levende kraft ved udlebet. :
om0 VzE = 2 mety o v

Efter satsen om tilvexten af levende kraft maa folgelig de
givne kraefters arbeide veere negativt, naar finidet bevaeger sig
fra tversnittet fz til mundingen. FEr nu overfladetrykket lig det
ydre tryk ved mundingen, saa er trykkets arbeide nul. Den acce-
leration, trykket meddeler fluidets molekyler, er nul. De givne
krefter er saaledes tyngdekraften, og dennes arbeide maa veere
negativt under flnidets bevaegelse fra tversnittet fz til mundingen.
Men isaafald maa selve tyngdekraften blive negativ, dens retning
maa blive den modsatte af retningen under ligevaegten. Men dette
er en umulighed. Den mindste veerdi de paa molekylerne virkende

cienten 1, multipliceret med liden, blir tryk-

I
i
1
1
i
i
I
i
|
i

£ Aty




krefter kan antage under bevagelsen, er nul. DJe kan ikke
blive negative.

I almindelighed antager man vel, at foregelen af hastig-
hedsheiden i forsnevringen er en virkning af det formindskede
tryk i tversnittet. Naar blot trykformindskelsen er tilstrekkelig
stor, er det — mener man vel — intet tilhinder for, at ogsaa
hastighedsheiden kan overstige den givne trykheide vel mundingen,
eller at den levende kraft af fluidet i forsnevringen fz kan vaere
storre end fluidets levende kraft i mundingen. Man antager vel,
at paa grund af trykformindskelsen i forsnevringen fz de givne
krefter oz disses arbeide, der er lig den meddelte levende kraft, er
sterre i forsnevringen end ved mundingen. Men ved denne betragt-
ningsmaade gjer man aarsag til virkning og virkning til aarsag.
Man vender op mned paa aarsagsforholdet. De tryk, som finder
sted i fluidet under bevegelsen, er en virkning af bevaegelsen,
derimod ikke bevegelsen en virkning af trykkene. Bevagelsen
fremkaldes af de givne krefter og disses arbeide og de sted-
findende tryk fremkaldes af beveaegelsen. Man vil saaledes umulig
kunne faa nogen foregelse af de givne krafters arbeide ved hjelp
af de tryk, som opvakkes i fluidet paa grund af bevagelsen.
Hvis man derfor i forsnevringen kunde erholde en sterre hastig-
hedsheide end den givne trykhoide ved mundingen, maatte satsen
om tilvexten i levende kraft vere urigtig, man maatte kunne er-
holde en tilvext i levende kraft, som var storre end de givne
krefters arbeide.

Ved de af mig udviklede formler for trykhoidetabet ved
forsnevringer vil aldrig hastigheden i forsnevringen kunne over-
stige den, der bestemmes af den givne trykheide ved mundingen.
Vi skal betragte forholdet ved en enkelt, ikke pludselig forsnev-
ring. Ved denne er trykheidetabet:

v? (m F)? RlgeNE
= () (@ = ()}
Folgelig blir trykheiden for udlebshastigheden v:
2 H
Qg m F)* Fiye
: 1 (714‘1 ) (1 g (T}) )

ik l/ 9 K
fad et

G

Nu er:
mEFv=FHw
mE
By

Vi
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Folgelig blir hastigheden i forsnevringen:

e ]/ LT el R
VAT R F 3 DO
TG G
oo hastighedsheiden:

Vil 2 (m HiNta O : H
T ChY

H

Five Wil
() 1~ ()’

Nu maa (1:};“)7 vere sterre end (%:—)21 ilet nemlig F og folgelig

ogsaa m F altid maa vere mindre end Ti, naar der forekommer

; : ; : Vs
forsnevring. Man ser saaledes, at hastighedsheiden 5g i for- -
-

snevringen er mindre end den givne trykheide ved mundingen H.
Men naar ved en enkelt forsnevring hastighedsheiden i for-
snevringen ikke vil overstige den givne trykheide ved mundingen,
vil den heller ikke kunne det, naar der er flere forsnevringer,
idet nemlig trykheidetabet da blir sterre og hastigheden i mun-
dingen mindre, og folgelig ogsaa hastigheden i forsnevringen aftager.
Ved pludselige tversnitsforandringer er ved en enkelt for-
snevring - trykheiden for mundingshastigheden v:

" -2 H AL WO, SCREES
2¢g 5 mE \. g
t-bemi (e )

i SV
YV - m F 9 P
S )

1 3miee
Da nu
MR Y — e
S
YT MR

blir hastighedsheiden i forsnevringen:
V12 H

G S o LRt F
Copy +em




Ved nzrmere undersogelse af dette udtryk vil man finde, at
nzvneren altid er sterre end 1. Naar Ki=Ti, blir ogsaa
B2 ¥
m=m=1 og (I?QFI) = 1, medens 2m: (1 = ilj) = 0,
2 } Nl
Hastighedsheiden Yzig blir isaafald lig H. Er derimod %‘ meget
liden, hvad i almindelighed er tilfazldet, blir

e 18]
R T R o
( ST ) + 2m1’

hvor nevnerudtrykket altid er storre end 1, idet m.: altid er sterre
end" 1/2.

Ved mine formler for trykheidetabet ved forsnevringer frem-
kommer saaledes ikke den urimelighed, som den nuveerende lzre
medferer, at hastighedsheiden i fux snevringen kan overstige den
gwne tryl\hmde ved mundmven eller den levende kraft overstige
de givne kraefters arbeide.

Ansatssor.
1) Cylindriske ansatsror.

Vandet antages at treede ind i reret under kontraktion, med
kontraktionskoefficienten m’, og at fylde det igjen efter kontrak-
tionen. Hastigheden ved ansatsrerets ydre munding v’ blir da min-
dre end haqtlgheden paa det kontraherede sted af straalen v, idet
v'=m’'v, hvor v er den hastighed af straalen, der svarer til den
givne txykhelde Vandet i den kontraherede del af straalen vil
derfor virke accelerende paa vandet efter udvidelsen i ansats-
reret og forege dettes hastighed. Men derved vil ngsaa udstrem-
ningshastigheden fra reservoiret foreges. Dersom vandet strommede
ind i ansatsreret med kontraktionskoefficient m = kontraktionsko-
efficienten ved munding i tynd veg, vilde hasticheden af vandet
efter udvidelsen i ansatsroret vaere mv og arbeidsevnen lig trykket
gange /2 mv. T den kontraherede del af straalen er haqngheden
v og arbeidsevnen lig trykket gange !/2 V. Hastigheden i den
udvidede del af straalen foreges nu til m‘v og arbeldsevnen til
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trykket gange !/2 m'v. Nu maa foregelsen i arbeidsevnen, ved
at hastigheden foreges fra mv til m’v, vaere lig tabet i arbeids-
evne, ved at hastigheden v forandres til m’v. Man faar saaledes,
da trykket i alle tilfzelde er det samme, nemlig det statiske over-
tryk ved mundingen:

v—m'v=m'v—myv,

m::%ﬂl

*

2) Koniske ansatsror.

Er m’ kontraktionskoefficienten og F tversnittet ved udlebet
af reservoiret oz f tversnittet ved udlebet af ansatsroret,saa blir:

N

(R Bty il {J Ii —
1 i (Bl BT m- v,
hvoraf ;

'F\

14 m- %

i e s

N ¢

g B
f

Det specifike tryk paa det kontraherede sted er:
p'==p—(@m'—1) Hgo,
hvor p, er det ydre modtryk og Hge er det hydrostatiske over-
tryk ved mundingen. Den mindste verdi, p’ kan have, er nul.
Blir p’ negativ, opherer ansatsreret at gaa fyldt. Den veerdi af
Hg o, hvorved dette indtreeder, findes af ligningen:
i p—@m’—1)Hg p=—0,

hvoraf
1
L[(r Q —— ’p —
2 2m’ — 1¢

Indszttes verdien af m’ ved cylindriske ansatsrer:

; 1-+m

m ——g 4 faaes:
™

Hg ¢ = ‘m*




Luftformige legemers bevaegelse,

Ved den nuvarende lere om luftformige legemers bevaegelse
er der foruden de samme feil, som hefter ved leren om veeskers
bevaegelse, endnu en af fundamental betydning. Denne grundfeil
er, at man antager, at der existerer den samme forbindelse mellem
tryk, temperatur og tethed under beveaegelsen som under ligevaegten.

Er p trykket i kilogram pr. kvadratmeter, v volumet af et
kilogram af gasen, T den absolute temperatur, o gasens tethed
og R en konstant, seregen for hver gas, saa er forbindelseslig-
ningen for permanente gaser under ligevaegten:

p
pv IR T :
I mods®tning til den nuvarende lxre antager jeg, at det tryk,
som under beveaegelsen svarer til en vis tethed og temperatur, er
mindre end det tilsvarende tryk i ligeveaegtstilstanden. Under
bevaegelsen formindskes trykket i ligevegtstilstanden med en
sterrelse lig trykket af den kraft, ved hvis tilfeielse bevaegelsen
fremkaldes, eller med den totale krafts tryk under den forudset-
ning, at forbindelseskrafterne ikke forandres under bevaegelsen.
Kaldes dette tryk D, saa blir felgelig den almindelige tilstands-
ligning for gasarter:

(p+D)v=RT.

Den nuvarende tilstandsligning for permanente gaser er en
forbindelse af Mariotte’s og Gay-Lussac’s love, der er udledede
ved forseg med gaser i ligevaegtstilstanden. Den gjelder dexfor
ogsaa kun for ligevegtstilstanden. Men af tilstandsligningen
under ligevaegten udledes let tilstandsligningen ved en hvilken-
somhelst bevaegelse, idet man antager, at bevagelsen er fremkom-
met af en ligevaegtstilstand, uden at verdien af de paa fluidets
molekyler virkende givne krafter under ligevaegten er blevet for-
andrede under bevagelsen. Antager man, at bevagelsestilstanden
er fremkommet paa denne maade, saa. vil gasartens specifike viegt
og ligeledes temperaturen veere den samme som under den lige-
vaegtstilstand, hvoraf bevaegelsen fremkom. Det eneste, som er
blevet forandret, er trykket Dettes veerdi under den oprindelige
ligevaegtstilstand er blevet formindsket med den kraft, der frem-
kalder bevagelsen, altsaa med det hydrostatiske overtryk. Kaldes
dette. for D, faaes folgelig tilstandsligningen under bevaegelsen ved
i tilstandsligningen under ligevegten at s®tte p 4 D istedetfor p.
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Da D er den kraft, der fremkalder bevaegelsen, saa har
man ifelge ligningen for tilvexten af levende kraft, naar u be-
tegner hastigheden og f tversnittet:

Dfds="!z0fdsu?

hvoraf
s 2D
n? = o
Indseettes dette, kan ogsaa tilqtdndcliwningen skrives:
: Y\
i £) v—RI

Er u og D lig 0, faar man tilstandsligningen under ligevaegten:
pv=RT. Er temperaturen konstant under bevaegelsen, saa er:
(p -+ D) v = konstant.

Vi skal dernzst finde tilstandsligningen under den forud-
setning, at der under bevaegelsen tilfores gasen en varmemangde,
som er proportional med forandringen af temperaturen.

Kaldes den tilferte varmemaengde (v og den absolute tem-
peratur ved bevagelsens begyndelse T, og temperaturen under
bevaegelsen T, saa blir folgelig den tilferte varmemangde propor-
tional med Ty — 1. Betegner h en konstant sterrelse, faaes:

Qv="h (Ty — T),
og den i tidselementet tilferte varmemsangde, idet Qv forandres
til Qv +-d Qvog T til T -+ d T, blir:

dQv=—nhdT.

Ved d U forstiaes den forandring, gasens totalvarme under-
; : 1
gaar- A er varmens mekaniske ®qvivalent = 44 5> Cv varmaka-

paciteten ved konstant volum og cp varmekapaciteten ved konstant

tryk; s BEGS Ifelge den mekaniske varmelere har man da:
cv
dQv =dU-4Apdv.
dU =cvdT.

Cpiiz Cvr— AR.
Difterentieres den almindelige tilstandsligning (p + D) v=RTT,
faaes:

(p+D)dv-+vdp=RdAT,

Da d Qv = —hdT, blir:
dQv=Apdv-+t+ececydT=—hdT
A
dT%‘—’h_‘{_—c\deV.
(p+D)dy -+ vdp = —fh—_}_ﬁ pdv = —rpadv,

: AR g :
idet K—F;v settes lig r. Man faar da videre:
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vip=—O+pA+r))dv
A0 b e dp
¥ ) p-D

T_}_—rlognat(p +%):—lognatv%—0. »
log nat ( p —}—%-r)—}—(l -+ 1) log nat v=C".
log nat((p—}—l—ir) v(1 g )=t
(v +L15_r)vl+r—'0”

Konstanten C“ elimineres, naar man i den almindelige tilstands-
ligning (p + D) v—=R T satter p—p: lig det ydre modtryk. Da
D er overtrykket, felgelig D = po — p1, hvor po er det indre tryk
under ligevaegten, saa blir:
(o ED)y=(p1+ po—=p) ¥=D V=RT:

Det specifike volum v og tetheden ¢ har felgelig samme verdi
som under ligevegten, naar p—pi. Betegnes volumet i dette
tilfeelde med vo og txtheden med o, saa faar man:

D 1-+r D 1--r.
(p—{—l_}_r)v :(p‘—’_l_*_r)v
Saettes nu 1--r—=n, blir tilstandsligningen for bevaegelsen under

den foruds®tning, at der tilferes en varmemeengde, som er lig
temperaturforandringen, multipliceret med en konstant:

:;(p + —In)~) Vni(px—i— -‘]3—) Von.

Af tilstandsligningen under bevagelsen erholdes tilstandslig-
ningen under ligevaegten ved at seette D-—0. Da D -—po — p1,
blir folgelig po — p1=0, og p1=71o. For at erholde tilstandslig-
ningen under ligevegten maa man altsaa i tilstandsligningen for
bevegelsen s®tte D —0o0g pi1=po. Tilstandsligningen for lige-
vegten under den foruds®tning, at der tilferes en varmemangde,
som er lig temperaturforandringen, multipliceret med en konstant,
blir felgelig:

n n
PE V=110 Vo
Sterrelsen af kocfficienten n vil afhenge af sterrelsen af
koefficienten h. Man har nemlig:

AR h*{"CV‘f‘AR
Ll S s Loy
Da nu
CV‘{‘AR:iCp,
blir
h -+ cp

h+ev’
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Er h—0, tilfores ingen varmemangde under expansionen. Man
faar i dette tilfelde:

Ni—— ip_ — k.
Cv
Er temperaturen konstant, altsaa To — T — 0, saa blir
b e e
h T()"_T SERoS m’
(L e o e
;s h 4 cv ot

Vi vil i det folgende antage, at- den udstremmende gas
ingen varmetilforsel erholder. Isaafald er h=20, og n=K; 0g
tilstandsligningen for den udstremmende gas er:

(et 'Iflz')vk:(px%—'—% )V'.k.

Inds®ettes v= 3 0Z Vo — - 7714, faaes:
g £) g \('
i Ra
0 = —‘——k— k 0
N D Yo,
Pa A ’k“

hvoraf o findes, naar det specifike tryk p under bevaegelsen er
bekjendt. _

Det specifike tryk faar man, som forhen paavist, naar man
fra trykket under ligevegten subtraherer den totale krafts tryk.
Er hastigheden u, tetheden ¢ og kontraktionskoefficienten m, saa

er den totale krafts tryk lig m ¢ u® Det specifike tryk under
bevegelsen blir felgelig:

p=7po —mou’

I
|
=
|

p=—po— 2m D =po—2m (po — p1).
Indsettes denne verdi af p i ligningen for ¢, faaes:

el 1
po—2m D+ —\ -+ g o iz
e k Rk o i ( kpo —(@mk —1)D ) k

kp1+D

]’)1—}"?

Denne formel gir tetheden under bevegelsen, naar varme

hverken bereves eller tilferes. Vil man have tetheden under den

forndsetning, at temperaturen er konstant, findes denne ved i
ovenstaaende formel at sette k =1. Isaafald blir:

o po—(2m—1)D
s LA
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For hastigheden u er forhen fundet formlen:

)
¢
Indswettes veerdien af o, faaes:
2D kpi+D 1
v [/ 22 ERAD )]

2 “kpo —(kail)l)

Er udlebstversnittet f, saa blir vegten af det fluidum, der strem-
mer ud pr. sekand, Q=mfg o u.

kpo—(@mk—1D y 1
Q=mfg )/éDgo( Bo E0 D )

Denne formel gir udlebsmaengden pr. sekund under den forudswt-
ning, at tilstanden af gasen i reservoiret ikke forandres.

Vil man have Q og u under den forudsetning, at tempera-
turen af den udstremmende gas er konstant, settes i ovenstaaende
formler k — 1.

Temperaturen af den udstremmende gas finder man af den
almindelige tilstandsligning :

O F+ED)v=RT

i forbindelse med
e ) e ' D ;
( |01 i;) Vl‘ p— (I)l’}‘ Y an‘
og formlen for det specifike tryk
P=7po—2mD.
Man finder:

D
el el e e e
T s e Ao m Vo

)
Po —2mD- i

1 . ATy
Er pr=0, 822 erm="1,, og T = 7 Mo Vo Ved udstremning i

lufttomt rum vil folgelig temperaturen af den udstremmende gas
blive uforandret.

Kontraktionskoefficienten bestemmes ligesom ved vaesker af
karrets form, saalznge det specifike tryk p er sterre end nul.
Blir p negativ, bestemmes den af formlen:

P=p —2m D=0,
hvoraf:

<ol U e Po

2D oG =

Er p1 = 0, foregaar altsaa udstremningen i lufttomt rum, saa er
m = 1/2.
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Ulstromningshastigheden til mundingen findes som ved vasker.
Man faar den samme formel for tiden til indtraeedelse af permanens:

t___lfl fs ds
e 1
0

hvor p'o er trykket ved tilstremningen til reservoiret. Her kan
i almindelighed 2g (h —z) s=ttes ud af betragtning. FEr nu

Y oan o e T

S

fs = fo — as, altsaa Ko , faaes tiden til indtredelsen af

permanens:

fo 4 2f

1
=g ) /0=

Arbeidsevnen af den udstremmende gas er, som forhen om-
talt, bestemt foruden ved accelerationsarbeidet af de tilfeiede
kreefter, hvorved bevaegelsen fremkaldes, nemlig det hydrostatiske
overtryk, ogsaa ved det arbeide, som udferes, idet Pi, Po ... Pn
i den oprindelige ligevegtstilstand forandres til Pi—21, Po—zo ..
Pn—zn i den ny ligevaegtstilstand, naar den fremkaldte bevegelse
er cphert. Dette sidste arbeide er et expansionsarbeide. Arbeids-
evnen blir saaledes en sum af accelerationsarbeidet af det hydro-
statiske overtryk, idet kreefterne P1i, P, . . . Pn betragtes som
konstante, og expansionsarbeidet ved at kreefterne Pi, P2 ... Pn
forandres til P1—zy, Po—zs, ... Pn—zn. Arbeidsevnen paa grund
af accelerationsarbeidet bestemmes af satsen om tilvexten i arbeids-
evne Ved expansionen forandres den oprindelige tethed o til o1
og det specifiske volum vo til vi, medens trykket, der er lig det
ydre modtryk pi, forbliver uforandret. Tilstandsligningen under
bevaegelsen er:

(pr+D)v=RT.
Expansionen foregaar saaledes at Dforandresfraden oprindelige verdi
(po—p1) til 0, medens v forandres fra vo til vi. Forbindelsesligningen,
hvoraf vi bestemmes, blir derfor, naar varme hverken tilferes
eller beroves:

pt Vlk = O Vok
hvoraf
po, 1
Vi — i —) %
1 0 pl) e

Hvis derimod temperaturen holdes konstant under expansionen,
blir:

Po

p!

Vi=Vo




Expansionsarbeidet E pr. kilogram gas blir felgelig, naar varme
ikke tilferes eller beroves: i
it

E = pt (vi—vo)=rpi (Vo (W)k —Vo)
4 l Po ’i_1|A
== nitVo ] gl') ’
og naar temperaturen holdes konstant:

= p1(Vi— Vo )= p1 Vo (%?i— — 1)=(po — p1) Vo.

Accelerationsarbeidet pr. kilogram gas A,som er lig overtrykket
fD multipliceret med den halve hastighed u og divideret med
)
vegten af deti et sekund udstremmende fluidum, blir, da u®= i])
00
2D
1/»3 fD ;;_
T e Cnk— DDy
kpo— @umk—1D1I
mfgl/@ 2D( kpi+D )k
= — D —— =
gm(,go / e (0 mk —1)D
\ ( k p1 ) k
T A% (Po — P1) Vo
£ «kpo— @2@mk— 1)Dy 1
A ( kipi =D )2k

Den samlede arbeidsevne er summen af A og E.

Ved beregningen af accelerationsarbeidet antages gasens
oprindelige tethed og temperatur uforandret. Ved udstremningen
fra et reservoir vil imidlertid, som forhen vist, t®theden veere
mindre end den oprindelige tethed ¢o. Men samtidig vil ogsaa
trykket p vere mindre end det ydre ydre modtryk pi. Da nu
gasen ikke kan begynde at expandere, for dens specifiske tryk p
er saa stort som det ydre tryk pi, maa den folgelig efter ndlebet
forst lide en sammentrykning, idet hastigheden forandres fra

2D ]/29—[), teetheden fra o til 0o, trykket fra p til pi,
0

medens samtidiz temperaturen antager sin oprindelige veerdi.
Accelerationsarbeidet ved udlebet, som paa grund af mindre tethed
og deraf folgende storre hastighed af gasen er storre end den
foran angivne verdi af A, formindskes derfor ved sammentryk-
ningen, saaledes at arbeidsevnen kun blir lig A.
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Udstromning af luftformige legemer under foranderligt tryk.

Vi betragter her det tilfzlde, at reservoiret ingen tilstrom-
ning erholder under udlebet. Trykket blir da variabelt. Her
betegner:

t udlebstiden i sekunder.

(Q veegten i kilogram af det i t sekunder udstrommende fluidum.

po trykket i reservoiret ved bevaegelsens begyndelse.

p det under bevaegelsen foranderlige tryk i reservoiret.

p: det ydre modtryk i mundingen.

p’ det variable specifiske tryk af den udstremmende gas.

0o tetheden af gasen i reservoiret ved bevaegelsens begyndelse.

o'o den variable tethed af gasen i reservoiret under bevaegelsen
ved trykket p.

o den variable tethed af den udstrommende gas.

V volumet i kubikmeter af reservoiret, hvorfra udstremningen

foregaar.

f mundingens tveersnit.

u udlebshastigheden ved trykket p i reservoiret.

Veagten af det i tidselementet dt udstrommende fluidum blir da:

diQ = nif 0l gy dt:

Her er u udlebshastigheden ved det indre tryk p og tetheden
o af den-udstremmende gas, folgelig:

A l/2(p — 1)
Q

Inds®ttes dette, faaes: &

g ="m foodt V&:J’Q
; (4

“mfgd Ve — b e
Vi antager nu, at expansionen af gasen i reservoiret, idet dens
tryk er forandret fra po til p og tatheden fra oo til ¢'o, foregaar
saaledes, at den tilferte varmemengde er proportional med
temperaturforandringen. Forbindelsesligningen mellem tryk og
taethed er isaafald:

( LA ( 1 )" — konstant
po ,é 970 =P E‘\—)—’O— = Konstant,

hvoraf felger:
= (§2)"
P = Po 0o

Nu er vegten af den i reservoiret indeholdte gas ved bevaegel-
sens begyndelse, naar tatheden er 0o, lig V g 0o, 0g senere, naar
tatheden er oo, V g ¢'o. Veagten af den udstremmende gas er
differentsen mellem disse veegter.

Q= Vgoo — Vg oo




Naar trykket i reservoiret er p, saa er overtrykket ved
mundingen p — pi. Betegnes dette overtryk med D, saa er til-
standsligningen for den udstremmende gas, naar varme hverken
tilferes eller bereves:

(p’ + %) (g’%)k: (p' i i)) (g*é}‘z)k

naar trykket i reservoiret er p og tmtheden o
Nu er det specifiske tryk af den udstremmende gas, naar
trykket i reservoiret er p, udlebshastigheden u og tetheden af
den udstremmende gas o:
p' S (e 1) 112() = 2m D.
Inds®ttes verdien af p’ i tilstandsligningen for den udstremmende
gas, blir denne:

b—seo 2 (- o+ DD

Af denne ligning findes t®theden af den udstremmende gas o,
naar trykket i reservoiret er p og tetheden oo, Man faar:

D 1
o (p—2mD +Y T
P A i S
N D )
Dot ”l‘;
Da nu: :
Q=Vge — Vg,
blir:
aculipee = Qs Qe % JL)
S Vg TR Ve ! Vg o
Indswttes verdien af po i ligningen for p, faaes:
e T ‘
ot
v

Vg oo
Indszttes vardien af p og 0% i udtrykket for o, faaes: ‘

Q Diogl |
RSN l

B (eo T

Vg P1 e _i()“
o ey s A ,,,,Qf__)n o
Her er D =p —p1 =po (1 Vods p1, altsaa:

—~—2mD + E? —(Qm — —i) D= —(2111-%) (p—p,) —
:——-( 2m — %) (po (1 = V;eeo )n_—pl)



H |

Indsettes dette, faaes:

Q < Qe Rt SRSl

(L) !l (1 ~V”0()) () . ) (PU (1 V‘ Q ll)]l ]\ |

0=0) (l—vg\;n) Jem § Q S l

| L ST,

| s e IO

l k i

1 1

g (1= V?uo )" (145 —2m) Ll’i(om—*)!k

) AP o
] po ( 1 — Vo"go ) D I
e Ve SUE

Indseettes verdierne af ¢ og p 1 udtlykket for d Q:
dQ=mfg gdt V' 2 (p — p) o
finder man differentialet af tiden udtrykt ved Q og dQ. Man faar:

|
dQ:mfgdt( 2 ( Po (1 == E@o ) —]n) 00 ( 1— {7;—0 ) 2>
()

* ( 1 1 1
po (1 — nggo o Jk*'f—~2m) +i (G

‘/\( o PR - - i Il B TE SN & = PHIRESEE TSRS,
v ({1 — 'VW,O ) i
Prl b
hvoraf:
a \In 1
i (1= g ) —)aE
g oy e s e
mfg V %0 k
(. |
TRaK i Q n 5 R __w_(),——) 2 <
2(pl)(1——vg0) —p;)(l—‘—gftz)

1
; . S R
po (1— Voo ) 1 k —2m) + pu (2m— k'))

Er her Vg oo uendelig stor i forhold til (), faar man udleb
under konstant tryk. Da blir-

dt e = - e cma o e e TS
> v 3 9 i 6 ) 1
mf g Po (]n. pﬂ (p“ (14 =—2m)+pi (2m— i k

hvoraf, da Q =0, naar t=0:
O




— 1 T
t mfg Voo ]/ 2 (po— 1) (po (1+E—2m)+p1 (2iff{))k

L3 1
(pl 4 Po - P1 )_k’

hvilken formel er identisk med den forhen fundne udlebsformel,
der gjelder for det tilfelde, at tilstanden af gasen i reservoiret
ikke forandres under bevaegelsen.

Q

Q =

Sxttes Veo der altid er mindre end 1, lig q, blir
N dQ=dq Vg o
0g
1 Vg o dq [ p”(l_Q) — 1t )31\
di=—
nf8Ve @ pu(1—o)" ——mu—q)) 3t (=" (141 —om
Pt
+ P (2[11 e Ol

k
Sxettes fremdeles

Vgoo=Qo; 2 m—%:a, faaes:

1
oL e

dt——0

mf‘r\/uo

@(po(1—q)" —Ih)(l—q))? (po(l—q) (e=—"14)

+ p a) ok

For at integrere det irrationale differential, udvikles (1—q)n i en
uendelie rekke. Man har efter Newtons binominalformel:
nm—1 , nh—1H0—=2 ,
o le Siow
Kaldes summen af leddene fra = 1 —— s A q® af for S, blir

A--¢)"=1—n q+q.
Indsettes dette, faaes:

dq (p1 i 1L

(a1 — q)n = e

1
(1—nq+8) f,,pl‘)ék
k
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i

Pt 7)_11(1 *S ok
Qo d‘l("' ' ( k o ik

I]lf A V ()" (2 (])0 T pl) ] Zpo qn 2])0 S—2 (])u ] I’l) (8 [

— 20 (qn — 8) q)2)><

1
(pn (l—a)+pa—p(d—a)qn+ po (1 —a) 9) )k)

] 1 nqg—S i
pord 2k S AT 2k
dq (p. i 4 kkm) ( 1— *—‘—k——_
- m + gl
‘ Qn i 7 k
mfg Voo ) ()]m 1+ n) - Zpl) q
~) G S O S L 4"y
(po p1) (1 2(p0 = ) 4 :

' 1 :
2p0 S — 21)0 (qn —8) q) &5

T 9 (po — P1)

il
S v S oy o po (1 —a)ng— po (1 ‘“d)q )k)
( (po (L=—a) -+ a )21*(1 po (1 —a)+ap )

Nu er:

NoL Tl i
(11 L Be k“)ﬁ

lig udloebsmangden i ét sekund under konstant tryk. Kaldes denne
for Q, faaes:

| ng 8 (oL
Sk 9k
dqgf 1 ——————
S BOTiD L i
dti= —(L)—Qw 42 Sl k
Q1 (1 e (2 Do (1 L D) — 2 pl) q, po(Q——-(qn_Q)q) 1
l' 2 (po —p1) : 2 (po —p1) 2|

><((1 { e Uo mngs s 0 ialle dice )

fio ik —a)-Lpiapo (1— a)+pia
Foil e
Nu er telleren i differentialet (k e +po pl)) meget
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lidet forskjellig fra 1. Hvis q er en meget liden brok. behover
man ved rekkeudviklingen af de irrationale funktioner i neaev-
neren blot at tage de led, som indeholder 1ste potens af q. Man
faar da: ;
e Qo i S e
Q1 (1 . (po 14+ n)—p1) q) ( I p‘?ﬂf,@ nq )

2 (po — p1)

9k po (1—a)+pia
Sxttes:

BRIt
n po (1 —a)
ko (I —a) =pra
og man ved multiplikationen af naevnerudtrykkets faktorer blot
tager de led, der indeholder q i ferste potenv, faaes:
Qo dq
d""'Ql I=={A"EB)q

A Bo ‘po (L En)inn

DI
=

Folgelig :
QO .v7 ﬂl e
Qr e 1——(A+B)q
- 30 il ,*,,id,‘l Lienaii i,
L
J(A+b) (—f—» - q)
Qu __7,,L7 | 7_1 B | |7 ¢
e ey
Naar t er 0, er q lig O; f@ elig
D
hvoraf:
Qu 1
Qo e (lnrr nat - & iy ) — log mt( e Q)
(g sl e
= L log nat ( o b
RS SR e e Loy
AR, el
i Qo 1 1 5
esiisryireierd i nat (- SR )

- : - Q
Af denne formel findes tiden t, naar ¢, som er lig —(—,—L er
0

givet.  Omvendt vil man ved at lese ligningen med hensyn paa
q finde Q. eller udlebsmaengden 1 en given tid . Man fiuder af
den ovenstaaende ligning for t:

0. 1

& (AM;) i o
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eller:
— 1 ::' (A --B) :
e " =1—(A--B)q
hvoraf:
(h
| A +B)l
L SN o
100 AFEB \1 s l
Qu
Q G (A-B ]
el U |
t o (4 B)
Udvikler man e Qo i reekke: ‘
()l [ l" ) j
& () (
“U -(A FB) Sy 2 i (A L RjaL 2 ‘Ql [ By
Q1 :
=5 3 ( ) Bl
faaes:

12 Q1 Lo (et 2
i A U SRyl e, S A e
Q=tQ1 — 5 Q1 (Qo ) (A -+ B)- 539 (Qo ) A+B) —...

Q=tQil— § - (A +B+g5 () @+B) —...)

For at denne formel for vegten af den i t sekunder ud-
strommende gas, naar reservoiret ingen tilfersel erholder, skal
oive tilfredsstillende vesultater, maa den udstremmende vaegts-
m.Pnrrde () veere liden i sammenligning med reservoirets oplmdehoe
aqmd]m]d Vg oo. Naar  er funden, erholdes tetheden o', tryk-
ket p og temperaturen T af ]19’1]1!19‘61118.

Q
U Cel AN
o Qo (1 Vg Qo
o v Q Q ,n(=0D - Q o
= Dokl T — o (il nV e 5 Vggo) i)

og temperaturen af tilstandsligningen ved enden af udlebet:

1l yrits
P ( ng'(; ) - R




hvoraf

AR el Lg e
Sl ) = a1 vg@o) =

—1H)({1—2 9
:Tﬂ(l—(n—n(nggo)Jr(“ 5 )(Vg%())u—....)

naar To er temperaturen i reservoiret ved bevaegelsens begyndelse.
Naar den forndswtning, at udlebsmeengden er meget liden i
sammenligning med reservoirets indhold, ikke fyldestgjores, kan
man dele tiden t i saa mange smaadele, at forudsetningen fyldest-
gjores for udstremningen i hver af disse mindre tidsdele. Man
maa da i formlerne tildele trykket og taetheden af gasen i reser-
voiret den verdi, som de efter beregningen har ved hver af tids-
delenes begyndelse. |

Dersom man ved rekkeudviklingen af de irrationale funktioner |

s s t
1 nevneren i udtrykket for g;l tager med ogsaa 2den potens af

q, faar man formler, som gjelder for lidt sterre verdier af Q og t.

Telleren kan fremdeles s®ttes lig 1, da nemlig (pn + po — pl) |
k
er en meget liden sterrelse. Udtrykket for dt er: {

dii= Qg 1] o

U (1——2Aq+60~l);0~ ) (8 —(gn— S)q))%

1
(1—2Bq+ 25 B 8) ox

AL e PACR b A ] B e
D e N R T
e e
BS , A1—2K) , ,
S . S 5 B q)
R kRl dgq TR i
% L (A 4 2 DO B 2 HL
R B s ol LS (e
I ks AR
e M
: o) e
0g naar man indsetter ferste led af S, nemlig ———" ¢2:

2



!
l

41

9‘dt~ 1q
Qo —(a+Ba+ ¢ Lt i o

il A‘z 0 5
e s

—
)+ H) 4+ AB-

Settes nu:

A+—B—

po (1 4 n) . n po (1-4a)

Y(po—p) | 2Kpo (1 ta) fTma

n(n—1) Po B G glm=Bl au VAR A pe i i
2 (2(pn—-p|)+n)+AB1( )B 2  2(po—p1) B

faar man:

dq
Qu e dq L F
Qo LRI g e
dq
For at integrere differentialet DB 1 opleses navneren
e—pat g
i sine faktorer. Man har:

e lioe s D g VD2—4F _Vpr—14F
4 nd XE Tl (‘1 9 ) (1 2“17‘“777)
Man s=tter nu:

2 1 e G H

e R D Vpr_4E
(l B‘ (l ! h\ q 2 ]__“1 } 77"2"};"*” o q grisE 2 F “""“’Q"E"""" i}

Til bestemmelse af G og H har man den betingelse, at

D VD'—4F) D - VD—ip)

e R S e 30 o it i Bl ket E

=55 i R ey e n v
D VD ——4F‘ Vn-u« Dl
@16 G+ ) T B 55 ) 55"
Heraf folger:

4+ H=0
G=—H

[iD. V. DP—Aw) JVD’?—w D |
e Iy B e i P




R

R e e s OO i e
S e s e
H=—G o ol LT
e o e
Folgelig blir:
%Ldt* | d1q> VD= |
: AT ]q B T o J
\ dq
& o Ve
| e }
S D ”D"—4b[
(21 [ == - 2F 2000
D2 — 4F = log nat -
“Qo 3 l( ok Diosiehe —41<r
8 G RN

Da t=0, naar q =0, blir:

e Do Vﬁiﬂfl

0=log at e T =
. ml D , ¥pr—4F|
g R g &
0g
e ey v
AR ST
D+ VD2 —4F| ;
{«1 i 5F l {~ D4 VD —W}
= log nat \—— D*AVD7W4*F ,,,,, ‘
]{ G Z’F*:. : } { —D — VDr*—4Fy
[1 (VBL—ZF—D)
QL s 3 gien 2
t D2 —AF = log nat{—— —~ =
Qo ll O+ Vpr— 4k )J
v

3 KK : ey {

Af denne ligning findes t for givne verdier af q eller (3'

0

Oploses den med hensyn paa q, findes Q ved givne verdier af t.
Man faar:



VD> —4F —D
q e 1 + q ( oy e
s LB AT T i e T
Qo : (0 + VD* — 4F
a 2 )
Q. — o4 VDA Qe
o & VD2 — 4F t — g v VD2 —1F t=
Vg
=] *f* q D 4 D
l S e e Vie  aw HER g IR oy
e ,D) _{_q( Q,,,ﬁ‘“‘ ‘) Q' VD 4 =

— o VT g

L e
St a0 B, Dl

st e
(‘1 ) ———
e (\3‘ / 1)‘2—41%(

Ved rakkeudvikling af telleren faaes:

VD2 T\ 2 t2
ik %‘ VDr—4p ¢ -} Q‘)( «—‘“‘ e

Q1 X Q, Ve —4}<‘
o (gn oA f ) ( ) iy

Udvikles nevneren i raekke, blir den:

Vir—ard-p) T =4 =D
O3 i g

PPhE i enlle q Q) (VR Twtte |
T g ]
’l')i’ —4F — D
A e

= VDI oap 4 (5’ Vp: 4R (' DL I)) Y 2l

0

<> : n—4| - By 42 i
() (o) (=)

Divideres tellerreekken med navnerraekken, faaes:
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4ty o %f)w(%o) Qﬁ‘”)—
by DESRD) 1

2.3
-0 u(-33+ (40 -

Qot) (D 2+38 i D) e

Denne formel for Q adskiller sig forst i 3die led af reekken
fra den forhen fundne, idet nemlig D — A + B.

Antager man, at gasen i reservoiret under udstremningen
ikke tilferes nogen varme, findes udlobsmangden Q ved i oven-
staaende formler at s@tte n =— k i udtrykkene for A, B, D og F.

Antages derimod, at gasen i reservoiret tilfores saa megen
varme, at dens temperatur bln uforandret, medens udqtmmnmwn
af gasen foregaar uden varmetilforsel, bllI‘

il ot

‘ e : _%2,,)k__“ o4
Man maa da istedetfor (1 P (1 —q) sette (1—q)

i udtrykket for dt. Man faar saaledes udlebsmengden Q ved i
udtrykkene for A, B, D og F at s®tte n — 1.

I praksis kan det antages, at ndstremningen foregaar paa
den maade, at den gas, som stremmer ud, ingen varmetilforsel
erholder under selve udlebet, derimod erholder gasen i reservoiret
tilfersel af varme udenfra, dog ikke saa meget, at dens tempe-
ratur holdes konstant. Den oprindelige temperatur i reservoiret,
der er den samme som den omgivende lufts temperatur, synker
nemlig under udstremningen fra reservoiret og blir mindre end
den omgivende lufts temperatur. Reservoirets gas vil derfor er-
holde varmetilfersel ved ledning gjennem veggene fra den om-
givende luft ved ledning gjennem vaeggen. Den virkelige udlebs-
mengde Q it sekunder vil derfor ligge mellem den vardi af Q,
som man erholder ved at antage, at reservoiret ingen varmetilforsel
faar, og den veerdi af Q, man erhold :r ved at antage, at reservoirets
temperatur er konstant under udstremningen.

Den i tiden t tilferte varmemeengde Qv kan findes, naar man
kjender karveggenes varmeledningsevne a, og deres fladeindhold
3 og tykkelse E. Er T, den ydre lufts temperatur og T tempera-
turen af gasen i reservoiret, saa er under den forudsetning, at

{=3]

T er konstant, den af den ydre luft til gasen i reservoiret i 6t

hvoraf:

: as :
sekund afgivne varmemeengde: " (To —T). I tidselementet d t

vil derfor den tilferte varmemengde vere: :
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as
d (‘)‘v —_— *E (To oge T) (1tr

og den tilferte varmemaengde i tiden t:

,,,,?Sj't g b !
Q,V T E 4 (ln 1) dt

Denne varmemeengde kan ikke s®ttes lig h (T — T), hvor h er
en konstant, af t uafhengig sterrelse. Thi hvis :
aS Lt ’
L ] (To —T) dt = h (T, —T),
E.J,
saa faar man ved at differentiere med hensyn paa tiden;
as (To —T)
Ty —=T)=h d~—7—
I (T )il 3

Da nu a, S, E og h er konstante sterrelser, blir saaledes difte-
rentialforholdet af en funktion lig funktionen selv, multipliceret
med en konstant sterrelse, hvilket i almindelighed er en umulighed.
Den eneste funktion, som tilfredsstiller denne relation, er exponen-
tialfunktionen. Hvis

as py— & (:I‘(»;LP)
Eh (o~ D= dt
saa blir:
S ANy
TU =8 ]‘}ll t

Den tilforte varmemsengde Qv blir da:
as .
Ok i—ih (T = .T) = Hie gl
: as ; .
Men relationen Qv = h e oL .t er en umulighed, medmindre
h = 0. Thi ved begyndelsen af udstremningen, naar t — 0, er
a s
E
a s 3 ;
= uendelig stor, blir veer-
d
t, naar t — 0, lig eller sterre end 1. Er b

. as
verdien af 6 —
E

ogsaa Qv — 0. Men s®ttes t — 0 i ligningen, blir e =1

o

DR GG :
hvis (ﬁ er en endelig storrelse. Er

! : a
dien af e -

| o

t, naar t =0, blir

1
0 —=hbeh

en ligning, som kun kan tilfredstilles ved verdien h = 0.




Vi ser saaledes, at relationen

a8 S ~ hd (To — 1)
g Mt e it
der, naar To — T er en {funktion af t, kun kan tilfreds-

stiles ved en exponentialfunktion, leder til, at koefficienten h maa
i viere lig 0. Felgelig maa den tilferte varmemangde vere lig nul,
i | naar Ty—T er en funktion af tiden. Skal relationen tilfredsstilles,
naar den tilferte varmemangde ikke er nul, og folgelig I ogsaa

er forskjellig fra nul, maa To — T ikke vaere en funktion af tiden,
altsaa maa To — T veare lig nul, eller temper toren maa vere
konstant. Men er To — T =— 0, saa maa, naar den tilforte

varmemengde tilfredsstiller ligningen: Qv — h (To — T), koefti-
cienten h — Q0O. Da nu

N == IL_{_ Cp
h %4 Cv
blir folgelig n = 1, naar T = To. Naar den tilforte varme-
maengde Qv er nul, og b — 0, blir derimod:
AR (¢
I Cv

Da den tilferte varmemangde er
St
Qv = Lf (To — T) dt
E 0

R S
maa felgelig, naar To — T = 0, og Qv forskjelig fra 0, %‘: veaere

nendelig stor. Er derimod Qv = 0, medens To — T er forskjel-

S ST
lig fra 0, maa ?ﬁ vere uendelig liden.

1
1
H I forste tilfelde, hvor temperaturen af gasen i reservoiret
er lig den ydre lufts temperatur, maa vaeggenes fladeindhold veere
uendelig stor, eller deres tykkelse veaere uendelig liden; i andet
i tilfeelde, hvor jlf = (), maatte veeggenes tykkelse £ veere nendelig
I 2
| stor. I praksis vil derfor i almindelighed, naar varmemeddelelsen sker
ved ledning gjennem reservoirets veegee, ikke den betingelse kunne fyl-
\ destgjeres,at den tilforte varmemaengde exlig temperaturforandringen,
{ multipliceret med en konstant, af tiden nafhzngig sterrelse. Den
tilterte varmemeengde vil foruden af temperaturforandringen ogsaa
afhenge af tiden, som er medgaaet til temperaturforandringen.
Loven, hvorefter expansionen af gasen i reservoiret foregaar,
vil derfor i almindelighed ikke kunne udtrykkes ved relationen:

n . n .

pv  — konstant. Relationen pv =— konstant fyldesgjores kun,
: a S .

hvis enten S Q0, hvilket medforer, at storrelsen af veggenes

overflade S er mendelig stor, eller deres tykkelse E nendelig liden;
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eller hvis ?-LE§ — 0, hvilket medferer, at veggenes tykkelse er

: ; ; S
uendelig stor. Ved endelige verdier af %

ningen pv ® — konstant loven for expansionen.
Forbindelsesligningen mellem p og v ved endelige verdier

udtrykker ikke lig-

af (—t{i kan tilnzrmelsesvis findes, naar ——"— er en meget liden
E Vgoo ;
storrelse. Man kan nemlig isaafald tilnermelsesvis s®tte tem-
peraturforandringen To — T proportional med tiden t; altsaa:
To — T =K,

hvor K er en konstant sterrelse. Fra geometrisk synspunkt blir
dette istedetfor den krumme linie, der representeres ved lignin-
gen y=To — T =1(t), at smtte den rette linie y — ¢t Dette
er som tilnermelse tilladeligt, naar det stykke af den krumme
linie, man betragter, er lidet. Szttes To — T = Kt, blir den
tilferte varmemaengde:

t
a8 I _ 88 o 88 g
Qv — E . . Kt dt'—— oR Kt — OR (To Tt
Koefficienten for temperaturforandringen blir felgelig proportional
med tiden t. Kaldes —%—%— —r, blir saaledes:

Qy = vt (Toi==- T
Denne ligning i forbindelse med ligningen:
To — T = Kt
o den almindelige tilstandsligning
P ==l

og ligningen for den i tidselementet tilforte varmemaengde:

dQv = Apdv + ¢cv dT
bestemmer problemet.

Differentieres ligningen Qv = rt (To — T), faaes:
dQv = (To — T)rdt —rtdT

=
2

Indszettes heri t = 4 ; P, og dt = — QK£’ faaes:
Gou Sty
Qv = g (Lo (

=Apdv -+ cv dT
Folgelig:

(—21% (To —=T)+cv ) dT=— Apdv.
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Differentieres tilstandsligningen pv=RT, faaes:
pdv+ vdp=RdT,
og naar man heri indsetter dT:

—ARpdv

A

Dodve s vedip— —
*K (To o T) + Cv

Nu er To = 71%)"/0 s 0g T = %;, Indsettes dette, faaes:
) 2
b B
p dv —L v d]) — _Q‘.fi_vé_h',p,d,yf., s
I ¢ Do Vo —pVv
Ta W ) L ¢y

Denne differentialligning integreres ved at s®tte pv lig en
ny variabel u. Man faar da:

Konstanten C kan nu s®ttes under formen:
C=—ARlognat f

PV ==l
E pdv-+ vdp =dn
ﬂ Inds®ttes dette i differentialligningen, faaes:-
: g ]
i qn 2r p éh I”lllv
O V08 s
B Ll
Settes nu
i | Ar
1 BE
blir: :
! i) 5]
% Tnt ARpdv :
| SPo Vo — SU - ¢y
‘ ‘ du(spo vo + ¢v) —sudu=— AR pdv
; “ Af ligningen pv — u felger:
| e
2
]' ‘ Inds®ttes dette, faaes:
ARud
i du(spo vo +cev) —sudu—=— ”}‘1771},\’
g d
| (spo vo - CV)—u— sdu= — AR b3S
; u Vi
| (spo vo -+ cv) lognatu — su=— AR log nat v C
i
l§
¥
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Man faar da: :
(spo Vo + ¢v) log nat u — su=—— A R log nat fv
log nat (u sPo Vo Al (fv) AR) gy
u SPo Vo v (fV)AR L
Indsaettes nu u = pv, faaes: :
(py) SPo Vo EleiCy (fv) AR v By
‘Naar p =— po, er v = Vo, felgelig:

(po Vo) Spo Vo + Cvy (fvo) AR e SPo Vo :
_,}l) SPo Vo - Cv ( i AR i s (pv — po Vo)
Po Vo Vo

Dette er tilstandsligningen ved expansionen af gasen i re-
servoiret, naar man betragter udstremningen i en kort tid og som
tilnermelse setter To — T — Kt.

Er den tilferte varmemangde nul, saa er, da Qv =rt (To — T),

2r

KRi?
blir folgelig ogsaa s = 0. Indseites dette i ovenstaaende lig-
ning, faaes:

r = 0, idet nemlig To — T er forskjellig fra 0. Da s —

Cv
RER Y T
( Po Vo ) ( Vo )

() (1)

Po
Da nu AR | cv = ¢p = ke, faaes folgelig:

k
L) R
Po ( Vo ) i

PV k Po Vo k
Er derimod temperaturen konstant, To — T =0, saa blir,

da Tos=—T'— Kb, ogsaa K — 0,02 dais— &1 blirs =i GO

AR:GOII

AR ¢y
£

KR
Opheies nu tilstandsligningen:
( v ) Spo Vo -+ e ( 3 ).L\R: . s (pv — po Vo)
Po Vo Vo ;

3 : i

1. potensen —————————, faaes:
Spo Vo - Cv
AR _s(pv—rpo Vo) .

S

g % (7‘, ) gll;VO + Oy e  SPpo Vo = Cy
o Vo 0




Nu er pv =Rt og po vo =RTo; folgelig pv—po Vo = R (To —T)=0.
Man faar saaledes:

0 0

P VR g
Po Vo ( Yo ) y
RN
Po Vo :

hvilket er tilstandsligningen for expansion ved konstant tem-
peratar.

Tilstandsligningen ved expansionen af gasen i reservoiret
kan skrives saaledes:

spovo +AR+cov  s(pv—po vo)
il (,,V,.) Spo Vo - ¢v =g SPoVo T V=
p() Vo

SPo Vo -+ ¢p

da AR -+ cv =cp.

Naar der er strommet ud en gasmangde () = q Vg 0o, hvor
V er reservoirets volum og oo tetheden ved bevaegelsens bhegyn-
delse, saa er tatheden af gasen i reservoirets o'o bestemt ved
ligningen:

Vgo'o +Q=Vgo'o +qVgeo =Vgoo,

hvoraf felger:
0o =00 (1 =—1q).

1l 3
Da v=—7—, 02 Vo = - saa blir:
g0o g %o
S b
Vori ool il =g

Man faar felgelic, naar gasmaengden () er strommet ud, trykket
p af gasen i reservoiret bestemt ved ligningen:

o (51‘&)’9;':@1} ) _S(pv—po Vo)
—»pr—(l.—q) SDO Yo 7{’4CV =0 Sp(’) Yo Jf— Cy =
Po

S (pVo (1%(1) e V0] Vn)

SPo Vo }* Cv

( $Po Vo - Cp_ )

Udvikles nu (1 — q) o $po Vo 4= ¢v 7 i rakke, faaes:
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_( SPo Vo + Cp

Spo Vo + cv ):1 - _M:{;C,p, +

(1 B (1) Spo Vo 1= Cy

q® 4 Spo Vo + ¢ spo Vo + cp i
P e LT L il
2 N spo Vo + cv Spo Vo + ov i

Koefficienten for {é vil ligge mellem vaerdierne 2 og k (k + 1).

o

Er nemlig s meget stor, vil koefficienten for ?2 nerme sig 2; er

derimod s meget liden, vil koefficienten n®rme sig k (ke-=41);
kiflc 1)
2’4” e
A
s(pvo (1 —q) — Yo Vo)
Udvikles exponentfunktionen e $Po Vo + Cv
i rekke, faaes:

Koefficienten for 2 vil saaledes ligge mellem 1 og

L e SR ;
e Spo Vo - Cv (va (1— Q) — Yo Vo)
Spo Vo -+ Cv

AL - 2
L1 fsvo(1—=0 — o vm)
i 9 ( S"OVO+C\’ ey

Anden potens i denne raekke vil for alle verdier af s vare en

A A Vi==1Do V
liden storrelse af 2den orden; da nemlig ~—p-p——5 —er en liden
0 0
storrelse. Smtter man nu ud af betragtning de smaa storrelser
Vi (LOMY Vo 2 >
af 2den orden, ( REs T —) og (2, faar man:
Po Vo
1
n (1 _SpoVa t+c¢p b spvo (1— q) ) LSS Ts N
po $Po Vo -+ Cv $po Vo + ¢y
AR e]
0y e () ey 2L PR N
po Spo Vo -+ cv Spo Vo 1 cv Spo Vo +Cv
e
P (] | $Po Vo + cp spo vo (1—q) ) q SPo Vo
A Ja X b alo VBRI Lon B e O3
Po L Spo Vo + v Spo Vo t Cv spo Vo cv
Nu er:

A—q " le=t+at+a+a+
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Folgelig bliver:
D (Spo Vo +¢v +qSpo Vo +qcp — spo Vo (1+(1+q*+..;)) i

Po SPo Vo + cv
i SPo Vo
SPo Vo + cv

A ov iy dop 8o vodlq - 0% o, )) by oy R
Do Spo Vo - cv Spo. Vo -+ cv

Pi= o @

¢v +lg ¢p — spovo (24 q®+...)
1
pP=Dpo —

Ll = (g il a )

p=rpo (1—qk+q2( ke + SLC‘)VV"— )—aq® (=227 1 )

Cy
Nu er:

L A T T
MEPKR o R 08 H

hvor T er temperaturen ved slutten af udlebet og t, den givne
udlebstid. Temperaturen T findes ved at bem‘exko at

pv=RT og povo =RTo; fa]gehg

R VLA dods R 2
i (1 q) o
Man faar altsaa:
A1) SPo Vo
s S i 2 2 I_ Rl etBatec il 4 Wi e
To (1—q) (1 —ak+ o (x cv )

=(1+a+q2+q+.. ) (1—qk+q2 (k2 + f“" Ty =)
T="To (1= q(k—1)+q?(k? —k+1»+—”%vi) +...)

To —T=To (q (k — 1) + ¢2 (k? —k+1+—ﬂﬂ)+...)

Settes nu som forste tilnermelse det led, som indeholder g2
ud af betragtning, faaes:

qilens 1) To
1

To — —q(k—l) To og Ky =
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Heraf folger:
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FLAe e or t;
SRR g IRy
SpoVo = SERllo = ; (f{l—t—ll)
Inds®ttes nu den fundne veerdi af spo vo i formlen for To — T,
faaes:
To —T=To (qk —1) — % (k2—k+1+ Bt )
Cv (k o 1) q

-———To( q (k — 1 —

2r t 9
=

Af denne mere tilpermede verdi af To — T findes en mere {il-

nxrmet verdi af K og s. Man faar:
_TO—T__TOQ g 2r t1
S t faEa (k b Cv (k 1) ) i
2r t1
e 721’ t1
( q (k el mk“—_il)i) RTo
Spo v 2r ta
SPo Vo = —
21" t1
4 (k P Cv (k-—l))

Af denne vardi af spo vo finder man ved indsetning i formlen

for To —-T en endnu mere tilnermet verdi af K.

N
Bis = (k—1

og saaledes videre.

Man finder:

21‘ t1
LS ET b
ev (k — 1)

Cv (k——l

Ved at indsette denne verdi af K iudtryk-

ket spo vo findes en ny verdi af To — T og K:

Ki= Pf—fl (k—l—

2 t1

or t, o
cvff k—1—
( Cv (k— 21‘ tl )

Cv k TR 1)

Man ser af disse formler for K, at

A Po q 2rt;
qTo

Do ; 2r t1
K (k—1 o

q To

s e 9

carkiflo gigr St g ST
e (k—1——= )
Tk

) og saaledes videre:
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Koiis Tﬁﬂ (k _;Agi

Har man paa denne maade fundet en veerdi af K= Kn med til-
streekkelig neiagtighed, blir:

: e i LS
KII R q rl‘() 1\)} (k—l—— va‘; £121’ tl )

‘ ?To‘ n—1
A {
8po Vo =S RTo = . 2 t1~,
}‘.J“ 2l‘t1
1 q(kml‘"wtl R

it q To n—1

Indsxttes denne verdi af spo vo i formlerne for T og p, faaes:

21" tl
¥ Cv t1 K et
ey g T 21’ tq 7
P = po (1 q (l\ > “2 Ity q ,‘[‘07) ) \

& (k—-l cv tn Kn — 1
2 9 21’ tl
+(1 (k +c (k__l___?lﬁ_qq‘o )
¥ ev t1 Kn — 1
Ved disse formler er at merke, at ¢ i udtrykket Ly
Cvi i Komi=—

forsvinder, da nemlig ogsaa faktoren Kn — 1 indeholder q, idet den
er lig et udtryk M, multlphceret med E.

Naar man na i udtrykket for dt indseeiter den foran fundne
veerdi af p istedetfor den forhen brugte formel:

p=po (1—q)"=po (1 —ng +Ji%:9wﬂ,

findes vegten af det i t sekunder udstremmende fluidum ) af

formlerne:
i o Q1 t1 A+B (thn)ﬂ(k -+ B)? )
Q=qVgeo=Qit (1 e Ve 0o ) Ve oo ce

: _B)2 -k QR
. (y:@tIO-—ggg (**B 4_52;) (*ﬁ )? )_

idet man i udtrykkene for A, B og F, nemhg:
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pwmdame e el bRl
2 (po — p1)’ 9k (po 1+ a) +pra)
L R B _B,) : ( T2k ) o
s 2 2(1’0-})1) S FAB A 2 B
A Do
2 2 (po — p1)
setter:
il : ilj‘gllt qT
P
(st te )
I,]L",__;D B0 21‘&}
2 2r ti1q To
evlk—1—————
ey t1 Kn — 1

og bemerker, at Q1 er vegten af det i ét sekund udstrommende
fluidum, naar tilstanden — trykket og temperaturen — af gasen
i reservoiret ikke forandres.

Er saaledes Kn = Ki, blir:

2r t1 ; ]

— 1o e RN A R T R Y "%_ 2 2 - Y e v S TN R o w2 ety
il ok oy ) b (i 4 priee=r1) )
o et s cenfnse Plesi s 2r t1
U T W etm R ey Ry

RiriiKn =\ Ks,eblir:

7 " TR 2r tr i
P = Do (1 q (l\ (k 1 21l )) +

Cv

s
DA 2

+‘1'(k—+” - l?rtl Tsii |

Cv (k’_.“ 1Tévﬁ5)

2r t1
i aye t
o Cv (k—l)

R el B BLAL
e e
oy o (k—1)

Af formlen for To — T, nemlig:

; S S SRy
Ty — T=qTo ( k—1 : Oyt qTs

oy (k———l—' cy t1 Kn — 1)

sees, at koefficienten for q To blir negativ, felgelig To < T, naar




or t1

i 2r t1 q To
bv(l\ i Cyibian =2
Formlen vil isaafald ikke gj®lde lengere, da T ikke kan blive
storre end To. Grensen for formlens gyldighed er endnu snevrere. |
Da To — T for meget smaa verdier af t1 er voxende, idet g,
naar udlebstversnittet er konstant, voxer med udl@b%tlden b,
medens To — T for en vis vaerdi af t1 vil blive nul og for endnu
sterre negativ, maa felgelig To — T for en vis verdi af t blive
et maximum. Kaldes denne vwzrdi af ndlebstiden tax Vil altsaa

i efter formlen To — T for. verdier af udlobstiden, storre end
i1 t naxe formindskes. Men dette er, naar udlebstversnittet er kon-

stant, en umulighed, Formlen for To — T vil derfor ikke kunne
gjelde lengere, naar udlebstiden overstiger thax Sterrelsen af

by findes ved i formlen for To — T at indsmtte verdien af

= ——Q——, hvor Q =Q1t1 (1 LS éj:E)TL ) Man

>k—1.

Vg Qo Vg Q0
; ‘ Qr t1
kan tilnermelsesvis s®tte ¢ = 2 — og faar da:
Vg oo
To—T="To =2 f (k— 1)t — alis o
Vng . (k—l—*grthqo)
5 ey t1 Kn — 1
To — T blir et maximum, naar
d(To—T) ToQ: d et fyer 2ritid \_
dt: a7 Vg oo dt: 2N . (k—i— 2rt1qTo
. eyt lCn it [

Af denne ligning findes den sterste veerdi, som 2r t1 kan have,
naar formlerne skal kunne anvendes.
Er f. ex. Kn = K1, blir ligningen:

|

|

|

|

|

‘_‘!_ To Ql(_] il Y 2ribi? o To Ql VS 4r ta )
‘ Vg oo dts ((k D cv (k — 1)) o Vg oo (k : Cv(k 1) g
|

|

|

\

: ST Cv (kg—- 12;'

Er Kn = K,, finder man, at betingelsen, at maximum ikke
er naaet, er mere end fyldestgjort, naar

T = —CX——(kS— 1—)—-

Vil man bruge en K med et endnu heiere marke end 2, vil
man finde, at maximnmveerdien af To — T indtreder ved en endnu
mindre verdi af 2r t..
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Er altsaa 2r t1 > (i(k—g—)—, vil formlerne vaere ubrugelige.
lan maa da dele den givne udlebstid t. i mindre tidslengder,
der fyldestgjor betingelsen: 2rti1 < ﬁ—%—), og finde tilstands-

forandringen og udlobsmazengden i hver enkelt af disse mindre
tidslengder. Som tilnermels: kan man dog neie sig med at finde
tilstandsforandringen i en enkelt af disse tidsleengder, naar man
lader hver af tidsdelene veare ligestore og multiplicerer med deres
antal. Tilngermelsen vil blive sterst, naar man finder tilstands-
forandringen og udlebsmaengden ved midten af den givne udlebstid.
Trykket i reservoiret ved midten af den givne ublebstid pm kan
man tilnermelsesvis antage er lig middeltallet mellem trykket
ved bevaegelsens begyndelse og dens ende; og trykket ved enden
af beveegelsen kan tilnermelsesvis settes lig po (1 — qk). Man

faar saaledes:
npoite poilli=—1qK)
Pis 2
Ved beregningen af tilstandsforandringen og udlebsmangden i en
enkelt tidsdel benyttes pm som indre tryk istedetfor po.

Ved beregningen af tilstandsforandringen i en enkelt tidsdel
kan man ikke anvende de foran udviklede formler, da nemlig
tilstandsligningen vil vere en anden. Ved de foran udviklede
formler foruds®ttes, at temperaturen af gasen i reservoiret ved
bevegelsens begyndelse er lig den ydre lufts temperatur. Ved
beregningen af tilstandsforandringen i de enkelte tidslengder,
hvori den givne udlebstid er delt, vil derimod, undtagen for den
forste dels vedkommende, temperaturen af gasen i reservoiret:ved
bevegelsens begyndelse vare mindre end den ydre lufts temperatur.
Vi maa derfor ogsaa lese det mere almindelige problem, at finde
tilstandsligningen, naar temperaturen af gasen i reservoiret ved
bevaegelsens begyndelse er forskjellig fra den ydre Iufts temperatur.
Lesningen heraf har ingen vanskelighed, naar man gaar ud fra
som tiln@rmelse, at tilvexten af differentsen mellem den ydre lufts
temperatur og temperaturen i reservoiret er proportional med tiden.
Er H differentsen mellem den ydre lufts temperatur og temperaturen
af gasen i reservoiret ved bevaegelsens begyndelse, som vi betegner
med To, og T temperaturen under bevaegelsen efter tidsleengden t,
saa er altsaa forudsmtningen, at

H + To — T = Kt.
Den tilferte varmemaengde blir:

: as aS [t
A cm— SRR
Qr == (HLFLO T) dt = EJOtht
A R i e ey

=r(H-+To—T)t.
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Af ligningen H 4 To — T = Kt felger, at
H+To—T dT
t = ——*K*——_ 0g dt=— 'K*.
Af ligningen for Qv faaes ved differentiation og ved indswttelse
af verdien af t og dt

dQv =1 (H 4 To — T) dt — rt (H -+ To — T) AT

91
= “h' LTy —T) AT = Ap dv +cv AT,
hvoraf:

gy soa — Apdv

cV+T( (H+To—1T)

Ved differentiation af tilstandsligningen: pv RT, faaes:

R

pdv+vip=RAT = — A ik
ST (H To — T)

Adev

Denne differentialligning integreres som forhen paavist ved af
Dn

sette pv lig en ny variabel u, og man faar, naar KR =5

; s(RH —+ po vo) +cp e(pv— Po Vo)

% (V ) (RH -+ po vo)+cv =e s(RH —+ po vo) - cv
0 ()
e
Heraf erholdes ved razkkeudvikling, naar 7"4 =1 —q)
indsattes:
1

s(RH 4+ po vo)+ cv s (RH —F po vo) - ¢v
e $po Vo
s(RH + po vo)+ ey

P (1 o s(RH + Po Vo)"r ) 7~ Cp Spo Vo (1 S (1)
Po

b (s RH -} cv 4 q (SRH- ep) —spovo (*+a* .. .)):sRH—i— Cy

Po
e § s RH + Cv
P = Do SRH f +q(sRH + ep)— spo vo (¢*+ Q“ ¥ )

QRH{ (6) iy (1'2 ( SPo Vo _|_ (QRE,LQL)_ )

:po( T 9SRHF ey | sRH-+cv ' ‘sRH--cy
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—1

e T“ = (g =1 71}5;7 Rl p il s L

i (giipo_zp % (SRH—}—LP )2_ sRH--¢p _}_»;1)___
1 sRH--cv sRH-}-cv sRH-}cv
Den foran udviklede tilstandsligning og formel for p og T
gjelder 1 almindelighed, naar gasen under expansiounen erholder
varmetilforsel gjennem karvaeggene. Er+H negaliv, saa er.tem-

peraturen af gasen i reservoiret ved bevaegelsens begyndelse:storre
end den ydre lufts temperatur. Er H =0, faar man de ssamme

formler, som tidligere er udviklet. Er H=— QO, blir iR =—al 1}
0

Udl@bsmwnﬂden Q erholder man af de samme form]er som
forhen er fundne, idet man blot i udtrykkene for A, Bog F‘ saetter

sRH--cp 25 (' Spo Vo
SRH+CV 1 SRH-f—Cv

nn—1) ( sRH-cp ) i __Spo Vo
2 ~ AsRH--cy SRH-Fe¢v

De her udviklede formler benyttes for at finde tilstandsfor-
andringen i hver 'enkelt tidslengde, hvori den givne udlebstid er
delt. 'H vil da veere glvet ved den ved beregningen fundne
temperatursynken i reservoiret ved hver tidsdels hegyndelse Vil
man neie sig med som tilnermelse blot at beregne tilstandsforan-
dringen i den midtere tidsdel, seetter man alt%aa someindre tryk

o (1— gk s
R o +p)9(1 qk) Hn4.1

; hvor T er. temperas
turen ved enden af den givne udlebstid. Denne kan tllnmmel
sesvis szttes lig To l—q (k— 1)), saaledes at ;

i
L L

SR N
2
Verdien afs — I%IW findes ved at tildele K en af de forhen
af

fundne tilnzrmede verdier Ki eller Ko o.s.v. Kn.

Den udlebsmengde og den forandring af trykket og tem-
peraturen, som man finder i den midtere tidsdel, multipliceres med
forholdet mellem den givne ' udlebstid og den ved berevninven
benyttede tidslengde.

Udlobsnrpntrden og tilstanden af gasen ireservoiret vil o«r%dn
tilneermelsesvis kunne bestemmes uden hjxlp af den fundne til-
standsligning, naar veggenes varmeledningsevne er kjendt.

Vi har paavist, at forudsetningen, at den tilferte varme-
mengde er lig temperaturforandringen, multipliceret med en kon-
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stant, kun fyldestgjores, naar enten vaeggenes tykkelse er uendelig
stor og felgeliz den tilforte varmemzngde er nul, eller naar
vegoenes tykkelse er uendelig liden og temperaturen er konstant,
I ferste tilfzelde, naar varmetilforselen er nul, faaes p oz T ved
i formlerne at s®tte n=—k; i andet tilfelde ved at setten —1.
Ved endelige verdier af veggenes tykkelse maa man da erholde
p og T ved i formlerne at give n en mellem k og 1 liggende
veerdi, eller, da,n — ———}llj_zz , ved at give h en mellem h =0
og h = QO liggende verdi. Den verdi af h, der gir den sande
verdi af p, vil dog vere forskjellig fra den veaerdi af h, der gir
verdien af T. Grenserne, mellem hvilke h og n ligger ved en
given verdi af t =—ti, kan gjeres snevrere. Under forudsatning
af, at ti1 er liden, kan man s®tte To — T = Kt, hvor K er

konstant, og varmetilferselen i tiden t blir da Q = %}Sjt (To —T)=

h (To — T); h blir altsaa en med t variabel sterrelse. Ved
begyndelsen af udstremningen, hvor t =0, blir h =0; ved enden
; ! S
af ndstremningen, naar t= ti, blir hl:;—E‘: ti. For at nu den
forudsetning, at varmetilferselen er lig temperaturforandringen,
multipliceret med en konstant, skal fyldestgjores, maa man betragte
udstremningen i en uendelig kort tid. Ved slutten af udstrem-
ningen, hvor varmetilforselen i et tidselement er sterst, blir kon-
stanten, hvormed temperaturforandringen maa multipliceres for at

aS
give den i tidselementet tilferte varmemangde, lig T =2 W

Man faar saaledes, at den midlere verdi af h maa ligge mellem
grenserne h = *PT tr oz h=0.
Grenserne, mellem hvilke de verdier af n ligger, der ved
endelice verdier af vegeenes tykkelse skal give vaerdien af
A SEti

.
Q, p og T, vil altsaa vere n =k ogn=— PR Man kan
P ar g
da som en rimelig tinermelse s®tte
h = gy
s
og
aS ti
BRI
e e e B
asS ti
——== -}~ ¢y

\
1
1
{
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For tilnermelsesvis at bestemme udlehsmangden Q og til-
standen af gasen i reservoiret, naar der i tiden ti1 er stremmet
ud en gasmengde Q, der er liden i forhold til gasmzengden i
reservoiret, kan man saaledes benytte relationen pvt — konstant,
asS ti
e o
aS t. +

oR Cv

Tilstanden af den gas, som strommer ud, vil derimod be-
stemmes af relationen pvk = konstant. Man kan nemlig uden
merkbar feil antage, at selve udstromningen foregaar uden
varmetilforsel baade ved udlob gjennem mundstykker og gjennem
tynd veg. Overfladen af mundstykket, hvorigjennem der kan
tilferes den udstrommende gas varme, er nemlig overmaade liden
i forhold til den gasmengde, som strommer ud pr. sekund. Den
varmemangde, som gjennem mundstykkets vegge i ét sekund til-
fores den udstremmende gas, vil derfor ikke kunne have nogen
merkbar indflydelse paa dennes temperatur. Hastigheden, hvormed
gasen beveger sig langs mundstykkets vaegge, er for stor til, at
der kan meddeles den nogen merkbar varme.

hvor n sxttes lig

Friktionsmodstanden ved veskers bevagelse.

Ved fluidernes bevaegelse langs en begransende flade opstaar
en modstand, den saakaldte friktionsmodstand. Denne fremkaldes
dels af begrensningsfladens unjevnheder, dels af fluidets klebrighed.
To hinanden berorende tversnit af det stremmende finidum vil
vere af forskjellig sterrelse og fluidets hastighed i disse forskjellig.
Derved fremkommer sted af det hastigere strommende fluidum og
tab af trykheide. Dette trykheidetab vil veere sterst for det
nermest begrensningsfladen stremmende fluidum. Derved vil
ogsaa dettes specifike tryk blive sterre end det specifike tryk i
den del af fluidet, hvor tversnitsforandringen ikke virker i samme
orad, og hvor stremningshastigheden derfor er sterre. Der vil
derfor opstaa en stremning af fluidet fra den begrensende flade
lodret paa fluidets bevagelsesretning. Da fluidet, nermest be-
greensningsfladen, har en mindre hastighed i bevegelsesretningen
end de fijernere fra begrensningsfladen stremmende dele af fluidet,
vil der foleelig opstaa sted, hvorved disses hastighed formindskes.

Ved fluiders bevagelse i ror vil saaledes hastigheden i
nerheden af rerets omkreds vaere mindst og voxe til maximums-
hastighedan ved rerets axe.




68

-~ Den her fremstillede betragtningsmaade af friktionen vil
vere af betydning for meteorologien.

Naar vinden bleser langs jordens overflade, vil der ogsaa
fremkomme et opad virkende. luftdrag, der forer lette legemer
fra jordens overflade op i luften. Ved meget sterk blest kan det
opad virkende luftdrag udvikle en betydelig kraft og blive istand
til at heve tunge gjenstande.

Vil man neie sig med den antagelse, at hastigheden og
felgelig ogsaa det specifike tryk overalt i et og samme tversnit
er konstant, ‘saa findes friktionsmodstanden efter formlen for tryk-
heidetabetiived forsnevringer. Reret vil indeholde ien rakkeifor-
snevringer; hvis antal vil veere proportionalt ‘med rorets leengde Ti.
Betegnes tversnittene i forsnevringerne med Fi, F,... Fn og de
efterfolgende tversnit med Ty, Ts ... Ty hastichederne med
Vi, Ve . . Vo og kontraktionskoefficienterne med mi, Mo . . . My, Saa
er ved wasker formlen for udlebshastigheden v, naar H er tryk-
heiden ved rerets begyndelse:

VIt Vi Fl} v2? Fq|
e g e Y e 1'—"'—\‘—1112 I—T‘ i s
gy o | T g | T |
el iy )
mn : ll T
Her kan man nden merkbar feil smtte v, — Vo == iR vnie—ty
0g Mmi=—me=...—mn — 1. Man faar altsaa:
v? v? | F\ Ve Bl iln
5= —H—— e 2
2g 2g = | i) 2 = il ek

Er antallet af forsnevringer A, hvor A er proportional med rovets
lengde L (A =—rL), saa blir det midlere tversnit i forsnev-

ringen
Bl e ool o
h I I A i
QO it
m TI‘F T-z—{‘....Tll
Pp— ———— 2" £
) A
Saettes’

F1=Fmn - ’f* fl, Fs =—=Fm ‘V fg, v Bni=— m 4= fn
i pE=— e ti, To—=Tm+ Uos s siline =P : = to,
saa blir:

3 E‘Int]
fi(1— -
e N G vy
Iy Tm —+ t1
Flll tll ,
Fus: i Bu, : (1 T fn

Thn Twm Tm = ta %
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f. Fmt ]
: £l — ——
= E. . By s ke Bt
’]j g '.ll)l 7 vllll J
: : Fmt A
Da no f er en liden storrelse wog ligesaa ‘1 e ,,m \, vil
| Tmf )
s Hinn 't \
f [1 s
( T f |
2 — m. |+  kunne s®ttes ud af betragtning i forhold tll
il
Fm.
A . Man faar saaledes:
1111
’ K | ’ le ’ 'l T Fm l
ol 1 i Rk ) Mt
E ] T‘ Tmr : ' J]Il ! '
Da Tm — Fm =s0, proportional med ‘tversnittets omkreds 0, blir:
v? Ve sO i (¥ m(), il
=Ll oty — e — 7 L
2g¢ ¢ 2¢g 2 Tm A i g
naar :2isr. — z.

Her. er k]aabxwheden Sdt ud af heh,wtnmg Tages hensyn
til den, maa der tilfoies et. led, der indeholder hastigheden v i
forste potens. Friktionstabet faar da formen: ) '

}? L(av-+b v2)

v? O
H *“Qg ' Flu (@ - bvh)

H er den effektive tzykhalde ved ledningsrerets begyndelse.
Denne er forskjellig fra den’ givne hykhmde idet der lides et
trykheidetab ved udlebet fra reservoiret i ledningsreret. Vi vil
kalde reservoirets munding f og haqhgheden ved udstremningen
fra reservoiret gjennem mundmden Vi kontrakt1onxkoefﬁuenten
m, medens v er hastigheden i ledmnwmwt hvis tversnit K er
kon%tant Vi vil' ferst betragte hevqerreleen i ledningsroret, hvis
heldning antages at veere konstanb lig «. Kaldes nu trykket ved
le(lmncrsmlets begyndelse po og ved dets ende pi, saa faar man
ved at anvende satsen om tllvexter‘ af levende kraft paa et
uendelig lidet stykke dl af rerlengden.

1 {lu} == il %}:—— - (av+Dbv?)dl =0,

da nemlig rerets tvelsnlt er konstant og felfrelw 0gsaa hdstwheden
konstant. --Man faar da: - i 7
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dp

ge

— (sin ¢ — %(av—}—bv‘-’))dlzh dl

hvor h er en konstant sterrelse. Heraf folger:
p=hgel+ K —=kl-+ K.
Settes nu 1 = 0, saa er p = po; felgelig K = po og
p =kl 4+ po = po + (sinu— "EQT (av +ng))ng
Swttes i denne ligning 1 — L, saa er p = p: og man faar:

pr =KkL -} po=po + (sin o — g (av -+ bv?) )L 2o

Felgelig blir:
= po — (po — p1) 2 :
P L

der giver loven for trykkets forandring i reret. Denne vil ogsaa
kunne findss ved folgende betragtning. I afstanden | fra rerets
begyndelse kan man betragte forholdet som udstremning fra et
reservoir, hvor trykket er p og modtrykket p -+ dp er trykket i
i afstanden 1 - dl. Nu maa det specifike tryk af det udstrem-
mende fluidum vere lig trykket i afstanden] 4 2d1l. Det specifike
tryk af det udstrommende fluidum er lig trykket i reservoiret p
minus den totale krafts tryk, hvilket er lig overtrykket, som er
— dp, multipliceret med 2m, Da nu m =1, blir folgelig det
specifike tryk: :
P+2mdp=p+ 2dp.

Man faar felgeliz trykket i afstanden 1 2dl lig p + 2 dp,
altsaa voxer dp proportionalt med dl:

% i dp = h dl, hvoraf
. P = po — (po — p1) T

Vi skal dernast betragte forholdet ved udstremningen fra
. reservoiret i ledningsreret. Paa grund af kontinuiteten er

Al

E
mfv' =Fv; v = —v,
m f
B\Z -
49 22l 9
Y Y

Den effektive trvkheide ved udlebet af reservoiret maa folgelig
v'2 F. v2 ¥
vere — 5 Da nu det fra reservoiret udstrommende |

vand lider et tab i trykheide, saaledes at den effektive trykheide
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blot er L0 af den givne trykheide, maa felgelig denne vere

2m
Bt g KV Har Tl betaimor tevk
¢ L — e ar . o 1 oner trvk-
ng m o 95" an har felgelig, naar pr betegner try
ket i reservoiret ved mundingen:
pr—po_ 2 Fvt
go ol 2e
2(mr —po) m f*
V2= S pr_g L 5 (pr — po) G,
idet man satter: —n—lf;‘, =
e F*

Ovenfor fandtes:

11 Roadd [ B 2
- Lsine , = P (av + bv? L.

Af disse to ligninger bestemmes v og po som funktioner af pr,
0 .
p1, L, a, b, — og sin «.

Er ledningsrorets udlebstversnit, som vi vil betegne med f,
ikke lig ledningsrercts tversnit F, vil pi, trykket ved lednings-
rorets ende, vare forskjelligt fra det ydre modtryk, som vi vil
betegne med p’s. Man finder da p: som funktion af p‘y ved at
anvende kontinuitetsligningen paa udlebet af ledningsreret. Hastig-
heden v i ledningsreret vil blive foreget i udlebstversnittet f’paa
orund af virkningen af overtrykket (pr — p‘1). Trykheidep for
hastigheden i udlebstversnittet vil saaledes vere en sum af 2 led,

q

nemlig af trykheiden for hastigheden v, der er 2%2, og af trykhei-

den, der bestemmes af overtrykket (pi — p‘1). Kalder vi hastig-
leden i udlebstversnittet v*, vil saaledes trykheiden for v* vere:

“o

v v? Pisss p'1
= + e
2g g ge
Kontinuitetsligningen for udlebstversnittet f' vil saaledes vere,
naar m’ er kontraktionskoefficienten ved udlebet af reret:

By i mfy v d e 5 Dl

0o
hvoraf felger:

, | VZo(F*—m"f" ¢ i
n=p1+t Q(Qm,e e ): pizs ek

W2 - m'2f2
idet g'(*li—“;gm—,fff) settes = E,
2m' {2
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Tll bestemmelse af bevaegelsen har man saaledes hgnmgerne'

(0 v =(pr — po) G
©2) : ggpl +Lsm/z—% il (F)‘ bv2 L
3 p=1p1+vE :
hvor
0 (F2 s mto fl’))
E T W) %

Saettes nu fremdeles:
goLsine=N

gg%- ali=M

2o % b L: P | (

faal hcrmngen (2) formen:
(2) ,f, : Po — p1 + N = My - Pv2

R ligningerne (1), (2') og (3) bestemmes opgaven, . Indswmttes
ligning (3): p=1p's + v2E i ligning (2), faar mantn o

(4)_’ Po - p'1 + N=Mv + (P -~ E) v*
po =191 — N+ Mv -+ (P'+ E) v?
Indsettes denne vaerdi af Po i ligning (1), faar man:
il Vi=p G —p1 G+ NG—Mgv— (P ) G y?
VQ+P-+E)G) 4+ vMG = (pr — 1) Gr + NG
Af denne ligning findes v. Dividerer man hele ligningen med

‘
DI ==t N :
G 20 og smtter —L~-a—~ -+ —; der er hele den givne fryk-
AR go ge %
: RN S T :
heide, da nemlig Uiz == L sin «, lig H, faar man:
a N

LN D z(um) S
g0 z(r (70 : 0 '

¢ (Y 0

Er friktionen proportional med 2den potens af hwwhcden er
altsaa a = 0 og felgelig ogsaa M = 0, faar man:

v ( 2 E(E*_UE),,):

‘)g‘ G 0

v? Dife ]‘”—— m')f ) :
mE 2

1() Jake”

= (o% + 2% F bL 4
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Indsetter man ifelge ligning (1):
v = (pr — po) G
v=Vi{pr —1)G
i ligning (4), faar man:
po 1+ P+E)F—p1+N—CPH+E)Gp =MV (pr —po) G
P’ 14+ (P+E)G)? —2p 1+ P+E)G)(p1—N+(P+E)Gpr)
+@1—N+@®+E)Gp® =M (pr —p) G,
at hvilken ligning po findes: Er a=0,saa er M=0 og
o bo SN (R E)Gipr
R N S X
Paa samme maade findes en ligning, hvoraf trykket p, ved
slutten af reret bestemmes.

Seettes friktionen proportional med 2den potens af hastig-
heden, blir v, po og p: bestemt af ligningerne:

Ly ] U +N:p1 —'})'1
1% E

Vi har ved den foregaaende udvikling antaget, at hastighe-
den overalt i et og samme tversnit af reret er konstant. Dette
er i virkeligheden, som tidligere bemerket, ikke tilfzldet. Hastig-
heden voxer fra rerets omkreds mod dets axe. Loven, hvorefter
denne forandring af hastigheden i et og samme tversnit foregaar,
findes paa folgende maade.

Vi vil betragte et rer med cirkelformet tversnit, hvis radius
er R. 1 afstanden r fra rorets axe betegnes trykket med pr og
hastigheden med vr. Trykket i reservoiret betegnes med P. Som
udtryk for hastigheden ved overgangen fra reservoiret til reret
har vi fundet udtrykket:

v2 :(1)r -—po)G:I

L Yl s e e i U

2g g0 Sl ge

Al

Vi antager nu, at hastigheden i et nendelig tyndt skikt, iafstan-
den r fra axen, 27/ droveralt er den samme, nemlig vr. Dersom

m Ak :
nu—; T er konstant lig G for enhver veerdi af r, saa faar man
ved at differentiere ovenstaaende ligning:
G
vr dvr = — — dpr.
0
il
dpr = — — vr 0 dvr.
: el

Betegnes et element af rerets lengde med dl, saa blir den flade,
hvorpaa trykket dpr virker, lig 2z rdl, og den virkende kraft:

10
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_ i
Qardldpr =— 2 r1d1 VlodVI

Den ‘'masse, som s®:ttes i bevaegelse af denne kraft, er 2 cr dldr o
Folgelig blir accelerationen a, der er konstant

- ‘
o 2wy o vr p dl dvy ____lVI‘ Ao
? 9mwrodldr e

—Gi-r—Vr dvr = — a dr.

21(} we=—ar -+ K.

Nu er vi = 0, naar r = R, folgelig:
0=—aR K
K = aR.
Folgelig:
vz =a G (R — ).
Fremdeles er vr = V = maximumshastigheden, naar r = 0; altsaa:

‘:]Z' B X : g V2

i“’. v ;aGR,a——ER7

i L®=1) o, Sy

l iz = V*© —\J—RJ’——); V: — w2 = a Gr = —*RA r.

Den midlere udlebshastighed c¢ erholdes ved at dividere det
i tidsenheden ndstremmende volum med udlebstversnittet. Man faar:

R ‘R y 1

1 i J.. Ve drp;: jo R/ R—r)2 2rwrdr=
g i e

| TR e

l i

i 8

j = e Y

‘ Inds®ttes ¢ = 18,, V, faaes:

,(R—l) (15 ) Ry (P——l)
2 — V2 — i A I SETLI
Vi Vv* R %, ) ¢ R

Trykket pr i afstanden r fra axen ved rerets begyndelse
findes af formlen: ]
2 B
Vr2 & 5 L) &, hvoraf folger:

13
pr :P——Qéwﬁg
1

Pr ::P—-——2~a3,5(32 (Rl_{—r)g.
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Dersom kontraktionskoefficienten m for udlebet fra reser-
voiret ikke er lig 1, kan man strengt taget ikke antage
G- fie
SRS
m i dette tilfelde ikke kan antages at vere den samme i alle
afstande r fra tversnittets centrum. Man maa nemlig antage, at
kontraktionskoefficienten ved tversnittets centrum, naar r = 0,
altid er lig 1, medens den, naar den midlere kontraktionskoefficient
ved udlebet er mindre end 1, maa aftage henimod tversnittets
omkreds, lvor den har sin mindste verdi. Kontraktionskoefficien-
ten m vil da aftage med voxende r,

for konstant, idet nemlig kontraktionskoefficienten

Friktionsmodstanden ved luftformige legemers bovagelse.

Til bestemmelse af friktionstabet ved luftformige legemers
bevegelse i rorledninger har man to formler. Ved den ene,
hvor trykforskjellen antages liden, setter man twtheden og tem-
peraturen konstant. Ved den anden, der skal gjelde ogsaa for
store trykdifferentser, smtter man temperaturen konstant. KEr
forskjellen i tryk ved rerets begyndelse og ende meget liden, vil
ogsaa forskjellen i teethed og temperatur vere liden, og man kan
som tilnermelse sxtte denne ud af betragtning. Den anden
formel, som gjalder for store trykdifterentser, er derimod feilagtig.
Man kan for det ferste ikke uden videre antage temperaturen

for konstant. Men selv om denne feil ikke var tilstede — vivil
senere se, at temperaturen i virkeligheden tilnermelsesvis er
konstant — er formlen ogsaa af andre grunde feilagtig. Vi vil

kalde rerets lengde I, hastigheden ved rerets begyndelse uo, og
hastigheden i et vilkaarligt tversnit u; ved rerets begyndelse er
tetheden oo og trykket po, i et vilkaarligt tversnit at roret er
tetheden ¢ og trykket p; trykket ved rorets ende er p: og hastig-
heden w;. Roret antages at have et konstant tversnit F' og om-
kreds O. Reret antages at have en konstant heldning, med held-
ningsvinkel «. Betragter man et tversnit i afstanden 1 fra rerets
begyndelse. saa er den almindelige ligning for tilvexten af levende
kraft ved bevaegelsen gjennem baneelementet dl

T LS TR S R 2
d(zg)¥dh EO LR (au 4 bo?)dl
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: 1 T
Settes nu dh= sin « dl og go= o faar man ligningen:

2 :
d (2ug) =sinedl--Vdp — % (au —+ bu?)dl

Ved behandlingen af denne ligning kan man ikke, idet man be-
stemmer u og v som funktioner af p, uden videre antage, at
temperaturen er konstant. Ved friktionen opvarmes gasen, men
ikke netop saa meget, at temperaturen blir konstant.

For at bestemme loven, hvorefter o og den deraf afhsengige
u forandres med p, altsaa tilstandsligningen for expansionen af
den gjennem roret strommende gas, maa man kjende loven for
varmetilforselen under expansionen. Betragter man et tversnit i
afstanden 1 fra rerets begyndelse, hvor tmthedeu er o, trykket ‘p
og hastigheden u, saa vil disse sterrelser iafstanden 1+ dI vere
forandret til ¢+ de; p | dpogu -+ du. Der foregaar da gjennem
tversnittet 1 en udstremning, hvor overtrykket — det effektive

tryk — er p — (p -+ dp) = — d p, og hastigheden du = \l/-w_iz—dj—)

g

Nu har vi fer fundet, at arbeidsevnen ven udleb er en sum af
2 led; det ene led Ar er frembragt ved accelerationsarbeidet af
overtrykket, idet tetheden af den udstremmende gas er konstant
lig den indre. tethed, og det andet led E er en virkning af
expansionsarbeidet, idet den indre tmthed forandres til den veerdi,
der svarer til et ligevegtstryk lig det ydre modtryk. Af de to
led, hvoraf arbeidsevnen bestaar, vil nu ved udleb gjennem tver-
snittet i afstanden 1 fra rerets begyndelse til tversnittet i afstan-
den 1 - dl, det ene led, nemlig det, der er en virkning af
accelerationsarbeidet af overtrykket, opveies ved friktionsmod-
standens arbeide og omdannes til varme. Det andet led, der er
en virkning af expansionen, vil derimod ikke formindskes paa
grund af friktionen, men tvertimod forhoies, idet der under ex-
pansionen vil tilferes varme, ved at accelerationsarbeidet Ar er
omdannet til varme. Som formel for accelerationsarbeidet fandt vi:

D vo
kpo — @Cm k — 1) D) 511{’
kp1 + D

hvor D er overtrykket ved mundingen.
Ved udlob gjennem et vilkaarligt tversnit i roret blir

Ar =

2m(

D=—dp; po=p; m=p+dp; vo=v og m=1. Folgelig blir
= =dpy e L)
ky 2k — 1) dpy L 2m

kp 4+~ k dp — dp
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Den tilferte varmemangde under expansionen blir saaledes:

1
G A vdyp

4]

Qv = —

Tilstandsligningen for gasen under expansionen i reret findes
derfor af ligningerne:
dQv=—hvdp=Apdv + cv.dT

og den almindelige tilstandligning:

pv = RT.
Af den forste ligning faaes:

AT A Dy
Cv

Ved at differentiere ligningen pv = RT og indsztte verdien af
dT, faaes:

' AR
pdv -+ vdp=— hR v dp — AR wid%
Cv Cy
Loy aadn L el
( 14 11]),) v (},'FA Li) D kp
Cv Cv
e
log mnat v A ltR = —Jognatp+ K
vV
Loy
1+ % D)
PV iy gl Do Yo e gy 1)
Cv Cvy

Dette er tilstandsligningen for expansionen af gasen 1 roret.
Betingelsen for, at temperaturen skal veere konstant, blir:

hR
i (lL =k, hvoraf hR=(k — 1) cv
Y
1 1 ! : ; Il ;
Da h= Thie A, idet nemlig m =1, blir felgelig tilstandslig-
ningen:
P Cyfkﬁ ey k I
e —- it
pvev+ 2 AR =pvev+ 2 (ep—cv) =
Lt w2k 2k
1,,, =y k+1 == PoiVio kﬂ—l

=pv 2 (cv + ¢p)
Dette er tilstandsligningen ved expansionen af gasen 1 reret.
Betingelsen for, at temperaturen skal vere konstant, er at:
k + 1=2k; altsaa at k=1, Da k =1,41 ved permanente gaser,
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ser man saaledes, at temperaturen ikke kan blive konstant ved
et T, Do tacareed 2R 28 e L
permanente gaser. Da imidlertid ST nermer tempera
turen sig til at vere konstant.
Benyttelsen af en urigtig tilstandsligning ved bestemmelsen
af m og v er ikke den sterste feil, som man gjor sig skyldig i
ved anvendelsen af ligningen om tilvexten af levende kraft.
Der er en feil af langt sterre betydning. Sagen er, at man be-
nytter ligningen:

d u—g):sinadl—vd)— o (au -+ bu?)dl
(2g L

paa en urigtig maade. I udtrykket for friktionsmodstanden

T (au + bu®)dl maa u i tidselementet dt betragtes som kon-

i } ¥
2g) =(. Ligningen

stant. Men betragtes u solﬂ konstant, maa d (
blir felgelig:
sinedl —vdp — 1(; (au +bu?) dl=0.

Hastigheden ved bevegelsen gjennem et baneelement dl maa
betragtes som konstant, og ligesaa tetheden; derimod blir hastig-
heden og twetheden i det efterfolgende baneelement forskjellig fra
hastigheden og tetheden i det foregaaende.

Man faar derfor ligningen:

dp = (sin « — g‘ (an + bu?) *‘17 dl.

Verdien af v bestemmes af den forhen fundne tilstandsligning:
2k 2k
PVk+1=DpoVok 1,

hvoraf findes:

el IS apl
S Po y\——— = D=
Y= 7o (TJ) 2k i e=h (»p“) 2k
Fremdeles er paa grund afkontinuiteten: uo=uo 0; og da
e R
gv 3 g Vo : v Vo' = i
Uo ( Po k -+ 1
=——v=1a0 { —
Vo p

Indswettes dette, faaes:

\ sine (p e 0 sauo buo®  /po St
Map= z (— 2 +—»—(B) 2k Jdl.

Po F

0




Setter man nu:

__ﬁsin By
JoleTmlbiy ‘ Q atlor e
S Tl e N
kvl
0 bu’po 2k
K Vo == C,
faar man:
k-1 c
Dl 21k
Denne ligning kan integreres. Indsetter man vardien af
k=1,4 for permanente gaser, blir lf—;—leg, og man faar:
0.

p7dp—( A ﬁ’—Bp - -—(,)dl

Sxettes p 7 =z, altsaa p =2 blir dp="72°dz og
727dz = (Az? — Bz* — () dl
Gzidz
Az? — Bz* — C
Det brudne differential kan integreres ved at oplese brok-
funktionen i sine faktorer. Det erholdte resultat egner sig dog
ikke til at benyttes ved beregninger. Man maa derfor neie sig

med tilnermede resultater, naar ikke A og B er lig 0. FEr der-
imod A og B lig 0, faar man:

=l

Kol
P 9k dp=-—0Cdl
Pl

9k L
3 bl c =R
3) sgD 2k Cl+K..
Naar p = po, er 1 == 0, felgelig:

Sk A1

:3-]2'+—1 Po 3 k =K%

Naar p = pi, er 1 = L, folgelig:
e st

4) 9k =-— CL + 2k

FEEih Tk 1P
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k -+
Indseetter man heri vaerdien af ¢ = —-bpo 2k u?, faar man

F
Yo

i d 3 ki k+1
gﬁ(m“ék‘—qn“”ﬁc”)::ééphrgjﬁiuf,
Vo
3k+1 3k+1
9k ===l 2k )VO
0 k+1
Eobilipe 2k

Denne formel gir hastigheden under den forndsaetning, at
man har et horizontalt rer, og at friktionen kan s®ttes propor-
tional med hastighedens kvadrat.

Af ligning (4) folger:

3k +1 3k +1
L et e
T B
Indszttes dette i ligning (8), faar man:

SR e
(B)= o 7 9k =po 2k <+\po 2k —m 2k

Ly
L b

af hvilken ligning trykket paa ethvert punkt af ledningen
bestemmes.

Er ikke reret horizontalt, og swttes ikke friktionen propor-
tional blot med 2den potens af hastigheden, maa man ved integra-
tionen af ligning (2) neie sig med tilnermende veerdier. Man
kan til hjelp ved integrationen benytte den fundne relation (6)
mellem p og 1. Differentieres ligning (6), faar man:

okl Sl sl okt
S s i BB et e
dherd p 2k dp —=—Wpo 2k —p 2k dl
2k s SRRARE W ST R
L
el

MG G R TR
i 3k-+-1 8k+1)

2k\po 9k —m 9k

Indszttes denne veerdi af dl i ligning (2), faar man:




3 o 2X 4p
' k-1 BkF1

Ved integration faaes:
' 3k el a It l

: ( 9k ok
C e 7&1{_—_ Po =Dy e g
" 8k +1 L pist

2k 4-1 J -1
N R T
2k +1 3o -+ K.

(Gives p vardien po, elimineres konstanten K, og man faar:

3k+1 Q{j— 1
T ))
(- gt el e
2k 4 1 2k "*’_l)
k k k —
TR
3__ 7L;1 3k -1
CLaa 2k
T TR T ety =
Inds@tter man nu;
k41 4
“on sin «
T Snpet wn A= g A
S F Yo "Q’R*' k Vo
Vo Po

faar man, naar man s®tfer p = pi:

1
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k+1
oL 3k-+1 3k +1
Do sk 0a TRl SEEL)
@) F m)_o - 0o (po -—pl) ‘\LgE;"_iF Vo o (pn 2k g O =
ol e 2R ) Elii‘__l) 4
S s ey
2k
Vo Po
3k +1 3k —l—_l
2k 2k e 2k
o+ k1 (po — p1) \po - 1

Af ligning (7) bestemmes no ved losning af en ligning af
2den grad, naar po og p; er bekjendte. Er A og B lig O, faar
man‘den tidligere fundne ligning (5).

Relationen mellem p og 1, der indeholdes i ligning (6), er
udledet under den foruds®tning, at friktionen er proportional med
2den potens af hastigheden. Denne forudseetning er mindre rigtig,
og den fundne relation mellem p og 1 er derfor heller ikke ganske
noiagtig, Ved en anden betragtning vil man ogsaa kunne udlede
en relation mellem p og 1. I afstanden 1 fra rorets begyndelse
vil der foregaa en udstremning med overtrykket — dp, idet mod-
trykket er trykket p - dp i afstanden I -~ dl. Det specifike
tryk ved udstremningen blir derfor p + 24 p. Men dette tryk
p + 2dp vil ikke vere trykket i afstanden 1 -+ 241, idet nemlig
gasen expanderer under udstremningen. Trykket p - 2dp vil
man paa grund af expansionen ferst finde i afstanden | + dl 4 a1,
hvor dl’ er storre end dl. Expansionen foregaar efter tilstands-

92k
s kit 1 ;
ligningen: pv = konstant. Kaldes det specifike volum efter
expansionen v’ faar man altsaa ligningen :
AN L
k41 k41
(o +dp)v o =YD
Hvis man istedetfor den neiagtige tilstandsligning saetter

tilstandsligningen (p + dp) v = P v, altsaa antager temperaturen
for konstant, faar man:

PV —v)=p@'—d)=— v dp= (v + dv)dp = v dp.

Her er dl lzngden af baneelémentet, der svarer til en foran-
dring af trykket, lig dp, under den forudsetning, at tetheden er
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konstant. Felgelig er dl = cdp, hvor ¢ er en konstant. Man
faar saaledes:

pdl’ = pdl — vdp=cpdp — Po Vo %D

dl’ = e¢dp — po Vo (:)—p

i e ‘1‘1’9 v + K

3 D
Nu er 1 = o, naar p = po, folgelig blir:
hesie = ——1)v(~1v—flf
L Po) 3 Po Vo p° Po’
Da ~p1«3 — })1 er en meget liden sterrelse, vil med stor
0

tilnermelse relationen mellem p og 1, naar temperaturen antages
for konstant, udtrykkes ved samme ligning som ved vadsker, hvor
o er konstant, nemlig ved

1 = ¢ (p — po), hvoraf
= o — (o — p) T
P = Do Po P1 T

Da der, naar gasen under expansionen ikke tilfores saa
megen varme, at dens temperatur er konstant, til en given for-
andring af trykket svarer en mindre forandring af det specifike
volum, end naar temperaturen er konstant under expansionen, vil
folgelig forskjellen mellem dl’ og dl blive mindre og oven-

staaende ligning p = po — (po — 1) IL med stor tilnermelse

udtrykke relationen mellem p og L
Denne relation vil man derfor kunne benytte til bestemmelse
af trykket i ledningen og ligeledes ved integrationen af ligning (2).
Inds®tter man i ligning (2) dl = cdp = TT dp, faar
it 1)
man:
k + k-1 oo kbl

1\ 2k dp:(Acp k — Becp 21‘—-—0@) dp

Ved integration:
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|
Lt
g
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g 1
i
Hi
i
it
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i
el
I H
et
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e
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3k +1 %k+1) 2%+ 1 Ok
2k ( e k ”k;m’g s
3k 1 T e : »

+ 3k 41
3k+ 1 (m Spo by 2 bRl S

Indsw®ttes heri verdierne af A, B, C og ¢, faar man en lig-
ning, som er identisk med ligning (7)

Man kan ogsaa finde en tilnermet V‘Bldl af integralet af
ligning (1) paa en anden maade. Da k - 1 — 9k — (k — 1),
kan ligning (1) skrives saaledes:

¢ (k—1) k—1
T e D PN ) auo _bue? pn( 5
dpw( L 1)) 2k T e = 2k dl.
Nu er for permanente gaser —k—zkj: 1’;_81 :% Man
(k =l ) 7
faar saaledes for permanente gaser (Pﬂ) (‘O)
: P

Verdien af p vil under integrationen variere fra p = po til D=HD7.
’ (ke ~=1)
e

Sterrelsen af fiktoren (?) 2k yil saaledes variere fra 1 til

p
p_o)-;* Véerdien aff dp vil ligge mellem den verdi, inte-

p1 Po
(k1)
gralet faar, naar man satter (‘ITU 2k — 1, og den veerdi,
&—1) (k —1)
integralet erholder, naar man s®tter (P%) zk ::(E'J) 2k
1

Man erholder da vaerdien af integralet, naar man istedetfor

(k—1)
(po ) 9k Sxtter en storrelse h, der ligger mellem graenscrne
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(k==1)
1 og ( ) 2k. Som en rimelig tilnermelse vil man kunne

sette h ]ig middeltallet mellem grenserne, altsaa

Gl G DR )
Do) gk % g
h = _1,4%;_(,1)1) G g SO AT s
2 B (k=)
D 2k
(k—1) :
Inds®ttes (P,Q) 9k = h, blir ligning (1):
sin @ p O san buo Do
iD= ~—l — (— dl
e e e g =)
Multipliceres hele ligningen med p, faar man:
h sin « 0O Laug b uo po )
dp =(—p2— = (—r1p + dl
o Vo Po P F (Vo : )
Saetter man nu: ;
h sin @ Cy
Vo Po
0O ang
B ivon o
O bu’po__ c
R h-ve :
faar man:
(8) pdp=(A p2— Bp— C) dl
i L
ow o R
Pope2 ke D C 0
A A
Hvis i denne ligning A — O, altsaa « = 0, faar man:
p dp
———— — — (I
Bp--C .
p! Pt C L

) nd . B
: p ,Q‘ — et V‘E d]. Y B dl
e D() l) T (J e 1 C £
- )0 e




C ( G
P B lognat {p + —E') = — Bl + K

G P+ C
P —po — T lognat (B';;I ‘C) L

Bpi~ (‘) (B L— (po — 1)1)) E

lognat, (B :* T
1o Sl SR 0 B
Bp+C

9> ~ath

B
Da nu BL e Lm‘ og (Po — p1)

__ah (po — p1)

o\cc al

vil felgelig (BL — (po — 1’)1)) T i almindelighed vare en liden

| sterrelse. Man vil da kunne udvikle exponentfunktionen i rekke
el og blot tage med Iste potens i raekkeudviklingen. Man faar da:

B pi + C
T Jt(*““H (BL — (o — m)) =

Bpi=Bypo+ (Bpo+ C) (BL — (po — l”)) %

Pt =1po + (% po + 1) (BL — (po — 1)

Inds&ttes nu tapin __ah_; B= i a_uQ’ faar man:
C bup Do F v

ah

p=po + (;— - )(F au° — (po — p1))

O sa2h anp _ ah(po —py)

:‘ -J— —_— Y e — o em —
n=pm+ 5l bV0+ m L % e (po—m)

0 ah u buy?
9) hifro—p) = = Lo °)

Denne ligning gir uwo, naar « — 0O, og friktionen s®ttes
proportional med au + bu®

Hvis i ligning (8) B = 0, hvis altsaa friktionen antages
proportional med 2den potens af hastigheden, faar man:
2pdp - d
: 5 2 A dl
T

lognat (p? ———ﬁ) =2 A 'K




Apd:—C
t (———->noau) —
logna (A S C) 2 AL
Aipr =0l 9 AL
A ])0‘ —C
B 2 AT — Z_%L Sm~ﬁ- liden, kan exponentfunktionen ud-
o Po
vikles i razkke, hvor blot 1ste potens medtages. Man faar da:
Ap2—C e
Apo'l—C_—l =20 AL

Ap?=Anp?+ 2 AL (A p® — C)
p{z = pog + 2L (A p02 TR C) p— pu(2 ’TL 2L (h Slnﬂn el Q Buin—p‘(!)

Yo F hvo
it l ik, 2 2 3
(10) 0o = U ) L)) h vo + Loty
Py i
FoApo F

Vi skal dernwst betragte det tilfzlde, at forskjellen mellem
Po og pi er meget liden. Ledningsreret antages at vaere hori-
zontalt og friktionen s@ttes proportional med hastighedens kvadrat.
Ligningen for u¢? er da ifelge ligning (5):

los— - v (po pi
| e 0 i
3k -1 R
9 e
P b L po
Sk+1 8k +1 3k +1
Nu er Po ak =(p:+ (po — 1)) 2k pt s -
k41
8k 41y p 2K (po — p1) +
1 RO
i ( O )
Folgelig blir tilnermet:
3 1 e
k41 3k + Skl ioE
BV e T

Po ==uD]
0g
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K+ 1
pi YoM 2k (po — pv)
L k+1 |
0 2k ‘
7 b L po
k1
Vi kan her fremdeles som tiluzrmelse satte (%}L) 2k :i)pi 0g
0 0
faar da:
Vo Pt (po — pI)
W2 =
(11) : 2
P b L po

Til bestemmelse af bevegelsen i ledningsreret har vi saa-
ledes en af ligningerne (5), (7), (9), (10) og (11), naar trykket
ved rerets begyndelse po og dets ende p: er givne.

Naa uo er fundet, erholdes hastigheden w ved rerets mun-

ding af ligningen ur — SZ vi naar v: er det specifike volum
. k&l !
ved trykket p.. Man faar da ui=nuo (%(IL ) 2k og tetheden
k+1
el P {po 2k
af den udstreommende gas af ligningen vi=—=-——=vo | - ‘ =
go1 [vo |
k-1
1 Do e
= 2k
zeo (o)
Heraf faar man:
k+1
T Py 2k
01 = ¢o pO)
. Temperaturen T: af gasen ved udlebet faar man af lig-
ko1
3 - Po 2k
ningen: pt vi — RT1 = p1 Vo (bf) , hvoraf
k41 K. k=1

PLVo (Do Ok’ foiVo Py 2k 0 pr 2k
Bk fohy R e by 3K L

et
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Udlobsmengden er g F 0o wo og den levende kraft ved ud-

!
lebet = F 0o no mi2 =

2
el

i K
— 2’ B 90 U()S (g?’)

Tilvexten i levende kraft ved ndlebet felgelig:

i
) e ‘ p Jo b it
5 Foo up { ( i)r ) )

Det gjelder nu at bestemme trykket po ved ledningsrerets
begyndelse, naar udlebet foregaar fra et reservoir gjernem led-
ningsroret. Kaldes trykket i reservoiret pr, tetheden er, tempe-
raturen Tr, tversnitet af reservoirets mundibg f og udlebshastig-
heden ur, saa har man:

or’
naar D er det effektive overtryk og o'r det specifike tryk af den
udstrommende gas. Udlebsmassen blir da, naar m er kontrak-
tionskoefficienten: ~mf o'r ur og paa grund af kontinuiteten
faar man:

mf ¢'r ur = F o 0o.
Paa grund af stedet mod gasen i reservoiret vil pr blive lig

or og det eftektive overtryk D = Ela (pr —- po). Den effektive

trykheide blir nemlig her ligesom ved vesker »% af den givne
trykheide. Man faar saaledes:

. L
mf or \/ (prgr Do) \/- 21m = Fuo o

Tatheden af den gas, som stremmer ud fra reservoiret er or;
efter udlebet expanderer den til tetheden g¢o. Under expansionen
tilfores den varme, ved at arbeidsevnen, som er begrundet i den
meddelte acceleration, formindskes. Arbeidsevnen paa grund af
expansionen formindskes derimod ikke, idet expansionen foregaar
lige godt. Tilstandsligningen for expansionen blir derfor den
forhen fundne: :

Lk e,
R R

Pr Vy Cysci== Do Yo v ,

12
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hvor vr = Sterrelsen af h afhznger af kontraktionskoef-

or

il f .
ficienten m og af forholdet 7 Naar al arbeidsevne, som er be-

grundet i den erholdte acceleration, omdannes til varme, er h
2

St e il
som forhen paavist, lig A2im" hvor A = TR Senere under af-

snittet om tversnitsforandringer ved luftformige legemers bevaegelse
vises, at tabet i tryk paa grund af tversnitsforandringen er:

mf

m ur2Qr ( 1 — *ET)
LA mf 4

og at h = B (1 TR ), naar man ikke kan s®tte forholdet

s ud af betragtning. Saetter man nu:

F
cv k o
TE R
saa blir tilstandsligningen for expansionen ved udlebet af reservoiret:
prvel = 1o v !
Po ’1 Po  (po "1,~*—1 Yo
o el a B G e e e
naar man for regningens skyld setter:
- 1
e
Pr

Man faar saaledes:

Or N Po ¢
2—f —m—
% ( pr )

Kvadreres kontinnitetsligningen faar man:

m (f or)2 _(Efg'l‘_p_ol = (F'u, g“.)ﬁ_—:([r T, ¢ n Iflr’

Heraf faar man:
(12) Uyt — fpr) (Dr — I)n) Lih (pr — : p,,)
er Po?

idet man saetter: .

fpl ) g
Qr

Vi skal dernzst betragte udlobet af ledningsrerets munding.
Hvis dennes tversnit f’ er mindre end ledningsrerets tversnit ',
vil trykket ved rerets ende p: ikke veere lig det ydre modtryk,




91

som vi betegner med p‘i, men storre end dette. Hastighedsheiden
i udlobstversnittet f' vil da vere en sum af hastighedsheiden for
hastigheden u: i reret ved dettes ende og den trykheide, som
bestemmes af overtrykket pr — p‘t. Det tryk, som svarer til
hasticheden m: i reret, er, naar tmtheden betegnes med e, lig

% o1. Det samlede overtryk ved mundingen blir derfor:
2
1112 01 ~+ Bir pll.

For udlobsmassen har vi, naar m’ er kontraktionskoefficienten,
fundet formlen:

W 1
p ]/ ko (G o= 1BN —
i 2D Qo ( = k[)l BT ) k,

hvor i det foreliggende tilfeelde

2
u
= 19(“ + pr—ph

ut? or
=l —=pl

D= D1
05— 0]

Paa grund af kontinuiteten faar man saaledes ligningen:

LAl e Lo A 1
m' f’ V‘Z ( 1}1__2“()} —+pr— pi )91 s

1
w?® p , 7 w? ol AN e
xl/ i ) Gk +pl-pl)[k—
5 —
kp'n ’J" ‘P12 . +p1—p’1 [
— 4R ot oo.

Saetter man her:

2 2 yd
l/lk (ul 291—}— pi ) — (2m'k—1) (u1291+pl —p"1) lﬁ

Shiti ) 50 :
kp1 + ngl +p— 11 ‘

faar man:

rm‘f‘\/Z (ul—gel—%p;——pﬁ) o1 = Fuo o,




Ved at kvadrere faar man:

(rm’ )22 ( —91—211— -+ (pr — 1Y) Qx) = (F u, 00)2.
Nu er (mo)*=—=(uo ¢,)*. Folgelig blir:
(rm’f 09 0,)*+ 2 (rm* )2 o1 (p1 — p's) = F 1w, 00)2
2(rm'£)2 o1 (p1 -+ p't) = (uo 00)* (F2 — (r m* £")?)
pL = p't - (uo 0,)° e ()

2(r m' f')? o
Inds®ettes heri:

S@tter man nu:

Po
== L
0o Or pr
0L =1 or I%
faar -man:

- 2 F-z ol ¢ fl 9
| P1=1Dp1 —f‘(Uo n or Do ) (I‘ I)Il )
| RE ol mueyr 2BV s
Pr
i Wl et B =
f 4 P1 P Uo Pr Po 9 (r m’ fl)g

I ex (R~ om0
2pr r m' f)? 20

E
‘faar man:

m2 — pip't =8 (uo po)?
Da pr® —p1p’s = pi (p1 — ') 0g p1? — p'12=(pr — p‘e) (p1 = p*)
blir
3 Lk ] U i
pPP—mphr  0m
b Forholdet vil altsaa ligge mellem 1, naar p't = 0, og 2, naar
L p1= p1. Man kan derfor smtte:

(13) pr = Dllz + s E (UU ]’)1»)2
hvor s = . oiedl b ligger mellem 1 og 2.

I

Til bestemmelse af uo, po 0og pr har vi saaledes ligningerne
(12) og (183) samt en af ligningerne (5), (7), (9), (10) og (11).
Af disse sidste skal vi anvende ligning (10). Denne er:

; 1 (po? — p1®)hve , h? sin «
| (bl “2 s e S e P G sl (e
I o
B
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‘ kb1
Inds=zttes i denne liguing vo = vr (p—r) 2k =—vr SR
Po n Po
faar man:
2 (po“—px)th pr h®sin «
Uu T T R T Dy AR "%_' RN
0
F
Man kan nu satte:
J‘_(‘;L_ = i
2D—F‘~ b L
h?sin « e
U
F
‘0og faar da:
A 2
u()g hI (pO pl ) + N
po
Ligningerne (12) og (13) er:
s G pr = Po)
Po
me= p'12 + sE (Ilo p0)2
eller:
1, s ])1 T p 3

s E pn
Af disse 3 ligninger:

— M @—pr) G (e =o' pdics bl
po + o pn2 o sE pn2

findes uo, po og pu.

I disse ligninger er:

g Bt m(f p);):~
(n F)? or
ner {F2—(rm’ f')?)
2pr (rm’ )2

: 1
L0 bony —= il
el o) ;
]/[ w’er i o 11® o1 i b
k ( pl) (Cm‘'k —1) ( }— pL—1p 1) l

E—

) et
i kp'x-i—g—m—kpx-px l

)
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S_pv%m
=t

P
2

Ved beregningen kan man forst antage o for konstant og
faar da samme formler som ved vasker til bestemmelse af
o, po og pr. Af disse vaerdier af uo, po 0g pr beregnes h, n, r

og s, der ved indsatning i ligningerne:

k—1
l_ll__ pO)( 2k

he==

M (po® — p1?) G (pr — po) piz2 — p's®
S M N P ST SN 2 =
e Po? i Po? s E po?
gir neiagtigere vardier af uo; po og pr. Af disse findes neiagtigere
verdier af h, n, r og s, hvoraf igjen neiagtigere vardier af
To, po 0g pr beregnes.
Multipliceres ligningerne med po2, faaes:

9 2 9 2 9 p12 i) p‘l2
U’ Po’ == M (po® — p1?) + Npo®=G(pr —po) = ——5—

Heraf faaes:
) < N (‘
P2 =1+ $BE @r — po=p{1 + - & Gr —po

M N G e, 50
1)02{l ;;}* }%—-po {ﬁ +sE(}} T e 0 +sEG(pr,

hvoraf po bestemmes. Naar po er fundet, erholdes pr og uo af
ligningerne:

p*=8E G (pr — po) +1's®
iyt - ARE Bl
4 pﬂ
Er pr = py, blir E = 0, og man faar po af ligningen:
p02 (M + N) ‘}— Po & — M pl'z + G pr.

Temperaturen ved begyndelsen af ledningsreret findes af
: 1

formlen: po vo ==R To, hvor vo =vr { gr } i, Man faar heraf:
0
: !
S o' Po Vr prl'T___lr
= = = = —-Tp
¢ R R {po f n ;
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Tversnitsforandringer ved luftformige legemers bevagelse.

Der er forhen udviklet en formel for trykheidetabet ved
tversnitsforandringer ved veesker. Jeg skal her legge en noget
anden betragtning til grund, hvorved ogsaa formlen blir noget
forskjellig fra den forhen fundne. Jeg betragter som tidligere
stodet af fluidet i forsnevringen mod fluidet i det udvidede tver-
snit som lodret sted mod et hvilende plan. Men medens det
stodende fluidum ved lodret sted mod et fast plan efter stedet
undviger i planets retning, altsaa i en retning, som er lodret paa
stedretningen, og derfor, idet det forlader planet, ikke udever
noget reaktionstryk ligeoverfor dette, saa undviger i det her be-
tragtede tilfelde det stedende finidum i en retning, som er lodret
paa det stedte plan, altsaa i stedretningen, og udever derfor et
reaktionstryk ligeoverfor det stedte plan. Vi vil kalde trykket i
det foerste kar ved forsnevringens begyndelse po og tatheden o,
der antages for koustant, trykket i det andet kar ved forsnev-
ringens ende pi. Tversnittet i forsnevringen er F: og tversnittet
i det andet kar efter forsnevringen Ti; hastigheden i forsnevringen
kaldes w og kontraktionskeefficienten mi. Hastigheden af fluidet
i det andet kar, hvor tversnittet er Ti, kaldes Ur. Ved overgangen
fra det ferste kar til det andet gjennem forsnsvringen lides et

tab i trykheide lig 1 Hastigheden i forsnévringen ui blir saa-
2mi

ledes bestemt af ligningen:

e 2(no = pi) il
==t o o s

[ 2m;
hvoraf

po — p1==my w?o.

Dette vilde vwre sterrelsen af tabet i tryk (po — pi1), hvis det
stodende finidum undveg i en retning, lodret stedretningen. Da
det undviger i samme retning som stedretningen, opstaar et
reaktionstryk, hvormed sterrelsen af (po — pi) formindskes. Ster-
Ui?

relsen af dette reaktionstryk er g 2o.

Nu er paa grund af
kontinuiteten:
mFiue=U:Tio
2 misuie Bt
?é 20— T2 T 8¢
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Jeg har i det foregaaende under afsnittet om sted, side 21,

antaget, at et stedtryk mi: F1 p i tversnittet mi Fi frembringer
mr: F1 p
T
naar det stodte legeme er et fluidum, som naar det er et fast
legeme. Gaar man ud fra denne antagelse, vil der til at frem-

et tryk pr. fladeenhed lig i tversnittet Ti, ligesaavel

bringe trykheiden Ui for hele tversnittet T:'traenges en effektiv

2g
tlykhﬂlde af det gjennem tversnittet m, F; tilstremmende fluidum
r
ig 2g PlF . Denne effektive trykheide maa, da der lides et tab

i trykheide lig ﬁ—, multipliceres med 2m;. For at frem-
1

bringe hastigheden U, tranges derfor en given trykhoide lig

2mi g K i3 20 F1 ° i 2g C9g T

det tryk, som frembringer hastigheden Ui, lig:

blir felgelig

2me? w2 Fu
: 2 g Th
Man faar folgelig:

B __mﬂuﬁ’}j‘xe__mu2 (l_glll__Fl_)
Po P1r —m " @ ————-—Tl — 1 1“0 T

Og tabet i trykheide:

Db % pres 2m1 w? (1 _ m Fl)
geo '

20R 12_ %ﬂf o mi Fl) 7m2 '(12 Ead II]; Fo)
H= gt 4200 (1 (¢ -

T
2mn? un? mn Fn
a7 20 (1 ol Y )
ne H

Q-g'___- 9 (ﬂ 2( ___mlFI ! R ) ( £ mn'Fn)
1o ot mlF) . )+ ;SN (mnFn : Th

hvor m er kontraktionskoefficienten og F tversnittet ved udlebet
af det sidste kar.

Denne sidste formel adskiller sig fra den formel, som tid-
ligore er udviklet under afsnittet ,,fverqmtqt"mandlmfrer“ s1de 24,

ved, at man har koefficienten (1 L F)istedetfor (

Th
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De formler, som er udledet af den mindre rigtige formel for
trykheidetabet, beholder dog sin gyldighed, da nemlig ved udled-
ningen af disse m er antaget lig 1, og formlerne for trykheidetabet
isaafald blir identiske. Formlen for trykheidetabet ved en ikke
pludselig tversnitsforandring beholder saaledes sin gyldighed.

Vi har saaledes fundet 2 formler for trykheidetabet ved
tversnitsforandringer. Den forste formel, side 25, hviler paa et
mindre rigtigt grundlag. Der er nemlig ved udledningen af
formlen gaaet ud fra, at det stedende fluidum under stedet har
et mindre specifik tryk end det ydre modtryk. Denne antagelse
er neppe rigtig. Naar det stedende fluidum skal udeve et tryk
mod et andet fluidum, kan der ikke vsre nogen forskjel af endelig
storrelse mellem det stedende og stodte flnidums tryk. Staar
ikke det kar, hvorfra det stedende fluidum stremmer ud, i umid-
delbar forbindelse med det kar, hvori det stedte fluidum befinder
sig, da vil udstremningen af det stedende flnidum kunne foregaa
under et mindre specifik tryk end det ydre modtryk; men dersom
karene staar i umiddelbar forbindelse med hinanden, saaledes
som tilfeldet er ved forsnevringer, da vil udstremningen af det
stedende fluidum ikke kunne foregaa under et specifik tryk, som
er mindre end det stedte fluidums modtryk. Trykheidetabet
ytrer sig da paa den maade, at selve udstremningshastigheden
formindskes, medens en saadan formindskelse af udstremnings-
hastigheden ikke finder sted, naar karrene er adskilte.

Vi vil nu gaa over til at finde trykheidetabet ved luft-
formige legemers bevaegelse gjennem flere kar med forsnevringer.
Vi skal ferst betragte det tilfwelde, at tversnittet af karrene T er
saa store i forhold til forsnevringernes tversnit F, at forholdet

~

-,% kan s®ttes ud af betragtning. Tabet i tryk ved den forste

forsnevring blir da, naar co er tmtheden af gasen i det forste kar:
Pol== Pl —"miam?2 oo,

Er nu o1 tethéden af gasen i det 2det kar, p. trykket og o,
teetheden af gasen i det 3die kar, saa vil der ved overgangen
fra det andet kar til det tredie lides et tab i tryk, der, naar m.
er kontraktionskoefficienten og u. hastigheden i forsnevringen, blir:

PL— P2 = mo u2? i,

Og saaledes videre. Man faar det samlede tab i tryk, naar pn er
trykket i det sidste kar:

Po—pi4pi—p:+....p

R e Ll e D

= Wi’0 + Me W01 4., mn un? Qi
Nu er paa grund af kontinuiteten: :
mFiwme=mFusoi=.,.mu Fo mn ¢, —1=mFueg,

13

~ 1.
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naar m er kontraktionskoefficienten, F' tversnittet, u hastigheden
og o tetheden ved udstremningen af det sidste km Man faar

saaledes:
2 mkFo e mF o i mF o ;
== n B peie = el e e
m Fi1o m Ko o1 mn Fn Onicaly

Folgelig blir:

TR0 m K oiNe
Po—pn =M {— () u? gy + mo ) o,

m; F‘] 00 mq F" 7
il R
! ‘Hln Hin f0 1" e Onet |
Fﬁ]gehg blir:
= Dot P
T m(mEel® i) [ mFe |°
mi {ml o Qu[ [ + me {moF Qll ()l+ ~+mn .‘mn o i 0n—1

Nu er, naar p er det ydre modtryk og ¢ twetheden af den ud-
strommende gas:

i 2 (pn —p)

¢

Folgelig blir:
¢ S ol 4 Po — Pn o
Z(I)n p) ,Anlﬁllz 0 fai mF \)E"_}— W m E , 2——9—_

mlFl[ 0y i ma Fo( o1 i mn F'n On—1
Saettes:

\JmBl e U'I_F_{Qﬁ \ m P se L
o lmlFl( ) pe |m~_> Fy o1 Tl mn Fn Qn,_lw B’
faar man:
G D=
p+2B p

L e Y Y
Vardien af B kan forst bestemmes, naar man kjender ¢, o1, ¢z .
0 »—1- Da vi har antaget, at gasen efter gjennemgangen gJennem
forsnevringen kommer til ro, at altsaa al den arbeidsevne, som

er begrundet i accelerationen, tabes, vil i tilstandsligningen ved
expansionen, nemlig

cyk cv k

“ecv-+h R

PV = Do Vo

h vere lig 2%;




99

; AR
Ved udlebet af forste kar, hvor m = mu, blir saaledes: h —=hi = G
..Jﬂ]l,

ved udlebet af det andet kar blir: h=—=he ig—Af 04 N Vs

03

/5

Saettes nut

deok ek OO
ecv- R AR T I R
Cv
Znn

blir tilstandsligningen ved udlebet af 1ste kar:

Si S
pr Vi T Po Vo

ved udlebet af 2det kar:

Se Se
peVa —=p1 Vi

0. 5. v. Tetheden af gasen ikarrene bestemmes da af ligningerne:

1 sl il 1
¥ R SN g R P2 ) 8, px TRV L
01 = 0 ( i)‘; )@1 3 0a=—=01L (7[)1 ) — 0] ( ) 81 (,pT) g
P 1
n AT
10 BT, -l | - ) S
Pn —
1 : 1
e P1 ey P2 o pu
=="0) — Sl = Sy Q]l
S ( p“ ) p; ) o )
Temperaturen af gasen i det andet kar Tibestemmes af ligningen:
1 S sl
m, — BLY} — p‘yn })“ .51 — :E"_,‘ﬁ' P1 é] == m I S 1
L R T R (pl) R bn) A 1“ (p“) 4

naar T, er temperaturen i det ferste kar. Paa samme maade
blir temperaturen i det tredie kar:

P e . M 1— 1 D: e 1
T, =T (])1_) By 4 b (p‘;) S (p;) 8o

Og.saaledes videre:

AFay St : 1
P1 S Rl pn R
{l‘ll :—:TO ke S1 R L S2 e Sn
Po ) ( P1 ) (I)n——l
Er mi= m, =...mp, blir hi=h, =...hn, 0g $1==§, =:..8n.
Man faar da:
S b 1
il palar s deil e T
om o () ()
: Po ¢ Po )
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Txtheden af den gas, som strommer ud af mundingen i det sidste
kar, er bestemt af formlen:

100

ik

1
Sl-u-Tn:To(—%‘—r-) S1

@@mk—1) (pn

(_IS,PJLT”

==.0n

90

Do — Pli—=
e Vi

B=nz

| | .

kKip=-pn —p
hvor on er tmtheden i det sidste kar og p det ydre modtryk.
Trykkene i karrene er bestemt af ligningen:

P

blir, da m? = 2 20— P
m? Ky
mi?2 F?
m? K2

m? Fi?

m,;?F,?

N ) ORI e iy B o) (hn i)

-1
N— — 1
LBy hyor b:(—p‘)Sl ,
€ Do Po

A
-—-l’l) ki I0n

o+ 2By
coa by e DD

TioR

Da paa grund af kontinuiteten:
m® PP m?e? =me2F2u2p®=...=m? F?u?¢,

il

s @ lpre= pagil s
Sl — :
2mi

i 01 211]2
(on — p) > 2mi
%o
(b — 1) ~ 2m
: 99

m? 2

(hn — p) —~ 2m,

01

m?2 F2 0

2ime e
phig n—1 }

|l Opgaven leses paa den maade, at man i formlerne for trykkene
I ferst antager tmtheden for konstant. Man finder derved tilnermede
‘ verdier af trykkene pi, ps, ..
il ' verdier af tethederne o, o,,
i formlerne for trykkene, findes neiagtigere vaerdier af disse, hvoraf
atter noiagtigere vaerdier af tatheden beregnes.
denne maade med tilstreekkelig neiagtighed fundet pn og o, be-
! stemmes udlebshastigheden af formlen:

2 — QJDn,i p}

. pn. Af disse beregnes tilnermede
...0nog o. Ved at indsmtte disse

Har man. paa

f‘

Har man blot en enkelt forsnevring og man satter
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saa er pn =— p1 0g

s 91
Po—p1== HFI) ( pl———p) e 21111 =2mi1 (»-~—~~ ) (pr—p) -

m F

Satter man fremdeles 2m1( ) = a, faar man:

1
Do—pi=abro (p—rp)
Po

abrp®-4 pi(pp—abrp) =’

n____(pu—-abrp) V4abrp®+ (pp—abrp)?
TR 2abr

Ved beregningen sztter man ferst b =1 og r=1, og naar man
har fundet en tiln@rmet verdi af pi, beregner man en neiagtigere
verdi af b og r af formlerne:

1
pr T

= ()

o ekpi—(@uk=—1)(~p
B kp+pr—p )k

hvorefter man finder noiagtigere vaerdier af p: og o1

Vi skal nu betragte det tilfzelde, at forholdet % ikke kan

seettes nud af betragtning. Tabet 1 tryk ved den forste forsnevring
blir da:
mt F )

Po—pr=1m w?g (1 — T

Udstremningen fra det ferste kar, hvor tatheden er g,
gjennem forsnevringen foregaar nemlig paa den maade, at gy er
konstant under udstremningen cg efter udstremningen expanderer
i det andet kar fra tetheden go til tetheden ¢1, medens trykket
under expansionen forbliver uforandret liz pi. Expansionen af
gasen i det andet kar og den fomgelse af hastigheden, som er
folge af expansionen, har derfor ingen indfiydelse paa sterrelsen
af po — p1, hvis verdi blir uforandret den samme, som om taet-
heden ¢ var forbleven uforandret. Ved expansionen opstaar intet
reaktionstryk, som forandrer storrelsen af py — pu.

Ved den anden forsnevring lides et tab i tryk:

ety

p—pe=myu2 e 1~— - T,
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Og saaledes videre. Formlerne vil blot adskille sig fra de forrige

iy ) F
ved, at o, er multipliceret med (1—--IL,11,‘—B~1 , 01 med ( 1— mﬁ* 2. |
Aronsns emed (1 — _m;:I‘Fn ), medens on er uforandret.
Satter man nu:
T e e TR S g Sl
7 > rlll
faar man:
Bt Dy oo B e
alQn mi K1 as 0 \m, K,
E e mE \
Tmn an @ 5 __ ]( nFn)
0g
Doz 2Bp
L s
Do — plz’i(ﬁ;jr) Pl w(pn i
Ter mF ) o S
PL = po — 2mu (m1 o (pu p)

2 o :
m, F2 7342 o1 (pn =y

p2——p1—3m)(

m K 2 0
Pn—1 = Pp—92 — 2m,_. ( o ) i i )
n n—2 n—1 m, 1F 8.ty o

Tilstandsligningen for expansionen af gasen i karrene er
cv k Cv. k

pv Cv+hR“pv‘.CVJf
hvorehs= hyi— ,2é, (1 — 11”17) for expangionen i det 2det kar;
h=h, =3 A (1 ke F“) for expansionen i det 3die kar;
mn Fn

hi=—hn=— o (1—— w—T;l—«—) for expansionen i det (n -+ 1)te kar.
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Sattes
cv k g cv k i ev k ;
R s e S R T e e ) e e e s e e s MRS
cv +— ht R ev+ hy R ; cv + hn
faar man som tilstandsligning for expansionen i det 2det kar:
S1 S1
p Vv = Do Vo , hvoraf:

1

o= ()
Po

Paa samme maade faar man:

4

1 i 1

X Do )( ps )sl p;z,).::

gr==.0 AT Si==200 2 5 =
(%) 01 (pl (4 Do D1

5 sl 1 1
Pn—1y g PIAE pe)“"“
— el il n—1=—op, f == )81 ¢ — )82 _ ..,
Oin - iit==aln- "0 (pn_z) Qo IM) D
,,,,1,7,,
; ( P Sp—1
Pp—2
1 1 1

Gl )‘sT ( D2 )* : ( _bu ,)é}i
o Q"( Do I e

Fremdeles er:

Q:gn

1
kpn — 2m k —:Dik(l)n =25 m) T 5
kp +pn —p it

For at lese opgaven sxtter man forst teetheden konstant,
o= 01— |05 — On.— 0702 ‘beregner ipn, Po, Piy - - po——1 AT
de saaledes fundne tilnzrmede vardier af p beregnes tilnzrmede
verdier af o, 01,...¢0n 0g 0. Af disse beregnes en noiagtigere
veerdi af pn, po, ... pn — 1, hvoraf man finder neiagtigere vaerdier
af tethederne. Naar man har fundet disse med den grad af
noiagtighed, som man ensker, faar man overtrykket for udlebet
af det sidste kar af ligningen:

Joinity ¢ Yy 2 B P
e en
og udlebshasticheden af formlen:
o= —Q—Lp———-»“ S D).

(4
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Uoverensstemmelse mellem min hydrauliske theori og de
hydrauliske forseg.

Min hydrauliske theori synes i flere henseender ikke at
kunne forliges med iagttagelserne. Efter min theori er den
effektive trykheide He, efter at hastighedsforogelsen er endt, altsaa
efter at udlebet har fundet sted og fluidet i reservoiret ikke
lenger virker paa straalen, mindre end den givne trykheide H,
hvoraf hastigheden under udstremningen bestemmes. Naar m er
kontraktionskoefficienten, saa er:

H

Moo o0

Er saaledes udlebet fuldt, m = 1, saa er He :—%- H.

2 3
Br m=—-, saa er He = —;—H.
1 ;
e m— saa’ er He =— H.

2 4
Af den effektive trykheide bestemmes stigeheiden ved vandspring
og den lengde, som en under en spids vinkel udsendt straale
naar. Denne skal altsaa efter min theori vare afhengig af
kontraktionskoefficienten. De resultater, flere hydrauliske experi-
mentatorer er kommet til, synes at staa i strid Lermed. Stigeheiden
ved vandspring skal saaledes ved smaa trykheider blive lig den
givne trykhoide og efter Weisbachs forseg ikke formindskes med
voxende kontraktionskoefficient. Denne uoverensstemmelse mellem
theorien og iagttagelserne — hvis disse er paalidelige — fjernes
ved at antage, at kontraktionskoefficienten, der bestemmes af
mundingens form, ikke er uforandret den samme i hele mundingens
tversnit, men voxer fra tversnittets sidekanter til dets centrum.
Med denne antagelse stemmer det ogsaa, at den kontraktionsko-
efficient, som er udledet af iagttagelserne, er mindre end den
theoretiske.

Derimod er der andre forseg af Weisbach, hvormed min
theori paa ingen maade kan forliges. Weisbach har gjort forseg
over vandets udleb under store overtryk — flere athmosfaerers
tryk — og bestemt kontraktionskoefficienten ved forskjellige for- -
mer af mundstykker. Han er kommet til det resultat, at kontrak-
tionskoefficienten ikke vasentlig paavirkes af overtrykkets stigen.
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Ved flere athmosferers overtryk har han fundet, at ved komisk
konvergerende og ved afrundede mundstykker udlebet fremdeles
er fuldt. Efter min theori vil derimod ikke udlebet kunne foregaa
fuldt, naar det ydre modtryk pt er mindre end det hydrostatiske
overtryk ved mundingen Hg ¢. Er pi < Hg ¢, saa bestemmes
kontraktionskoefficienten af ligningen:

Hge + p
2Hero.

Den vil folgelig ved stigende overtryk aftage og nzrme sig %

m =

Er Weisbachs forseg over vandets udleb under store over-
tryk paahdehge, maatte min theori i vasentlige punkter vaere
urigtig. Men jeg antager, at man indtil videre kan s®tte disse
Weisbachske forseg ud af betragtning. Der er nemlig ogsaa
andre forhold, som kan berettige dertil. Naar vandet stremmer
gjennem konisk konvergerende ansatsrer, blir vandets speciﬁke
tryk i ansatsreret mindre end det ydre tryk, og erfarmgen viser,
at trykformindskelsen er sterre end ved udleb gjennem et cylin-
drisk mundstykke, naar den givne trykheide i begge tilfelde er
den samme. Men naar det givne overtryk har naaet en vis
storrelse, saa opherer det cylindriske ansatsrer at gaa fuldt,
fordi det specifike tryk er blevet 0. Man maa da slutte, at det
samme forhold finder sted ved et konisk ansatsrer, og at det ind-
treeder ved et mindre overtryk end ved det cylindriske.

Efter min theori vil, naar overfladetrykket po og overfladens
heide over mundingen h er konstante, medens det ydre modtryk
ved mundingen p: varierer, ikke blot m aftage, naar pr < Hge,

hvor H=h +E—g:——q—m, men for vandets vedkommende ogsaa ud-

lebsmassen. Naar pi= Hg ¢ =hg ¢ po— p1, blir p1 = hg ¢ ;“ Po

og udlebshastigheden

nw= V2gH= V2g (n+ B pl) :Vgg (iDL dhy
Vi = V g ( h po )

Udlebsmassen Qi blir felgelig, idet kontraktlonskoefﬁcienten m=1

Ql:f()Vl:le/g(h o EPQ(;)

Er derimod pr = 0, blir udlebshastigheden

Ve »—V2gH-—-—l/2g (h -} Po )-—v V~2“
14
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Og udlebsmassen Q,, idet kontraktionskoefficienten m = —%

Qs =mfeov, :—:%few V?:V%“’VJ:@V';‘-

Naar altsaa ved et konstant indre tryk hge - po det ydre

modtryk aftager fra p1:~—lﬁ%tg‘-'— til p1 = 0, og overtrykket
tiltager fra hj"—eg_t—@ til hg o -+ po, vil ved afrundet munding

udlebshastigheden voxe fra vi til vi V 2, derimod udlebsmassen af-

tage fra Qu til Qr % Dette gjelder for vaeskers vedkom-

mende, hvor tetheden ¢ er konstant. Ved permanente gasarter
derimod, hvor o er variabel, vil efter udlebsformlen for disse
Q: = Qu

Dividerer man udlebsmassen ved munding i tynd veg med
udlobsmassen ved afrundet mundstykke og kalder dette forhold
kontraktionskoefficient, vil folgeliz denne voxe til 1 for vaskers
vedkommende ligesaa vel som for gasarters. Der er saaledes ogsaa
i denne henseende overensstemmelse mellem gasarter og vesker.

1 andre henseender er der ogsaa noverensstemmelse mellem
de hydrauliske forseg og min theori, som vilde vere odeleggende
for denne, hvis forsegene var paalidelige. Dette gjelder leren
om reaktionstrykket, hvor den gjeldende theori ogsaa er bekraftet
ved forsog. Jeg antager disse forseg for urigtige.

_Efter den gjeldende theori om reaktionstrykket skal dette
vere dobbelt saa stort som det hydrostatiske overtryk paa den
effektive munding. Sterrelsen af reaktionstrykket udledes paa den
maade, at man underseger storrelsen af massen og hastigheden
af det udstremmende fluidum. Deraf finder man den kraft, som
ndfordres til i et sekund at meddele massen denne hastighed, og
ifolge principet om ligestorheden af aktion og reaktion s@ttes
reaktionstrykket lig denne kraft. Man betragter altsaa udlebet
som frembragt af trykket af fluidet i karret. Da nu reaktions-
trykket er storre end det hydrostatiske tryk, blir trykketifluidet
i karret under udlebet sterre end under ligevaegten. Denne for-
ogelse af trykket i fluidet er en virkning af udlebet, men udlebet
er igjen en virkning af fluidets tryk. Man har saaledes en fuld-
kommen cirkel i tankegangen. Aarsagen er virkning af virknin-
gen; virkningen er aarsag til aarsagen. :

Efter den gjeldende theori, hvor reaktionstrykket er forskjelligt
fra trykket under ligeveegten, maa tyngdens acceleration under
udlebet forandres for fluidet i karret og veaere sterre end under
ligevegten — ved fuldt udleb dobbelt saa stor — medens den er
aforandret for det udstremmende fluidum; efter min theori derimod,




i»

107

hvor - reaktionstrykket er lig ~det hydrostatiske overtryk paa
mundingen, blir tyngdens acceleration uforandret for fluidet i
karret, naar dette tenkes i ligevegt, men forandres derimod for
det udstremmende fluidum.

Betragter man det stedfindende udleb ikke som en virkning
af- trykket af fluidet i karret, men af andre aarsager, saa vil
udlebet ikke kunne frembringe nogen reaktion ligeoverfor fluidet -
i karret: Men fremkalder ikke udlebet nogen reaktion ligeoverfor
fluidet i karret, saa maa dettes tryk vere uforandret det samme
under udlebet som under ligevegten. ‘

Det er saaledes en umulighed, at det tryk, der fremkalder
udlobet, kan foreges paa grund af den bevaegelse, det fremkalder.
Derimod er det ikke umuligt, at der ved den frembragte bevaegelse
kan frigjeres andre krefter, som virker paa de udstremmende
partikler, og som kan forege disses levende kraft. Medens det
er en umulighed, at en kraft kan forege sig selv, er der intet
umuligt i, at kraften ved sin virksomhed kan frigjere andre
kraefter, som ogsaa blir virksomme. Og saaledes er forholdet ved
fluiders udleb. Den levende kraft af det udstremmende fluidum
er i regelen for stor til, at den kan vere en virkning alene af
trykket af fluidet i karret. Der maa folgelig under udlebet ogsaa
vere andre kraefter virksomme, nemlig de paa de udstremmende
elementer. virkende tyngdekrafter. De udstremmende elementers
vegt maa folgelig forandres under udlebet. Men disse andre
kreefters virksomhed forandrer ikke trykket af fiuidet i karret og
frembringer intet reaktionstryk ligeoverfor dette.

Det er saaledes bevist, at den nuvarende lere om reaktions-
trykket er en umulighed, og at folgelig ogsaa de forseg, der
verificerer leren, ikke kan veere rigtige. De strider ogsaa mod
andre erfaringer. - Tagttagelserne viser ikke, at under udlebet
tyngdens acceleration forandres for fluidet i karret, hvilket maatte
finde sted, hvis den’ gjeldende leere var rigtig.

Medens forandringen af tyngdens acceleration for det ud-
strommende fluidum ikke kan frembringe nogen reaktion ligeoverfor
karret, fremkalder den derimod reaktion ligeoverfor selve det
ndstremmende fluidum, idet dettes specifike tryk forandres.  Den -
hastighedsforandring, som det udstremmende fluidum erholder,
ikke paa grund af tilfeiede ydre krafters virkning, men som det
meddeler sig selv, ved sin egen virksomhed, fremkalder ogsaa et.
reaktionstryk, der opveier det tryk, fluidet paa en vis maade har .
udevet: mod sig selv, ved at tyngdens acceleration for dets ele-
menter. er -blevet forandret. Hastighedsforandringen paa grund
af det udstrommende fluidums egen virksomhed under udlebet -vil
derfor ikke have nogen indflydelse paa stedtrykket eller paa dets
arbeidsevne, som kun vil bestemmes af den virkning, ydre krefter
har havt, paa. den. hastighedsforegelse, disse har. meddelt det.
deaktionen af ‘disse ydre ‘krefter vil ikke virke paa selve det
udstremmende fluidum, men udenfor dette, medens reaktionstrykket
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pas grund af det udstrommende fluidums tryk paa sig selv virker
paa selve fluidet og derfor neutraliserer virkningen af det
direkte tryk.

Det tryk, det udstremmende fluidum udever paa sig selv,
naar tyngdens acceleration forandres fra g til &, finder man
saaledes: Naar tyngdens acceleration for det udstremmende
fluidum er g og det hydrostatiske overtryk er Hg ¢, saa er tryk-
ket af det udstrommende fluidum lig Hg ¢. Forandres nu g til G,

saa forandres massen, som s®ttes i bevaegelse, fra M til M @g_.
Felgelig maa ogsaa kraften, som meddeler denne forandrede masse
den givne hastighed, forandres til Hg g—é—, og dette blir ogsaa

trykket af det udstremmende fluidum, naar tyngdens acceleration
er g. Er.den virksomme del af tyngdens acceleration ikke g,
men (g — (), saa blir felgelig kraften eller trykket forandret til
@—;m@Hgg-i, altsaa til

Hege
(g A G) G’ fs

Dette blir sterrelsen af det tryk, det udstrommende fluidum udever
mod sig selv, og felgelig ogsaa sterrelsen af reaktionstrykket,
hvormed det ydre tryk p: blir formindsket. Det specifike tryk,
naar tyngdens acceleration for det udstremmende fluidum er G,
blir saaledes:

p=pn—g-%~®ng

Sugning. Mange vil kanske finde den ligesaa ufordeielig
den tanke, at det udstrommende fluidum kan virke paa sig selv
og forege sin levende kraft ved sin egen virksomhed, som den
tanke, at en kraft kan foroge sin sterrelse ved den bevagelse,
den frembringer. Ved nzrmere prevelse vil man dog vistnok
finde tanken noksaa rimelig. Naar trykket af fluidet ikarret har
frembragt udleb, saa vil det udstremmende finidum have en sterre
hastighed end fluidet i karret. Paa grund af denne sterre hastig-
hed vil det udstremmende fluidum, naar forbindelsen med karret
ikke er ophert, virke sugende paa fluidet i karret. Den levende
kraft af det fluidum, som kommer til udleb, vil saaledes vare en
virkning ikke blot af det indre tryk i karret, men ogsaa af det
fluidum, som for er stremmet ud. Den givne kraft, det hydro-
statiske overtryk paa mundingen, har saaledes ved sin virksomhed,
ved den bevaegelse, den har fremkaldt, frembragt en ny kraft,
nemlig sugningen af det fluidum, som er strommet ud; og denne
kraft blir ogsaa virksom ved udlebet. Til sugekraften svarer
ingen reaktion ligeoverfor karret, men derimod ligeoverfor det
fluidum, som er stremmet nd. Dettes effektive levende kraft eller
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arbeidsevne foreges derfor ikke trods den ved sugningen frem-
kaldte foregede udlebsmengde. At en saadan sugning finder sted
ved undlebet bevises af forholdene ved tilstremningen til mundingen.
Tilstromningen foregaar jo nemlig ikke blot ovenfra nedad, men
ogsaa nedenfra opad mod mundingen.

Det er ikke blot ved udlebet, at en saadan sugning finder
sted. Den vil forekomme overalt, hvor det foran stremmende
fluidlum har en sterre hastighed end det efterfolgende. Overalt,
hvor der optrader en hastighedsforegelse, vil det fluidum, hvis
hastighed foreges. virke tilbage paa det langsommere stremmende.
Og den kraft, hvormed det virker paa det langsommere strem-
mende, er lig den kraft, der fremkalder hastighedsforogelsen.
Ved enhver hastighedsforogelse af et fluidum vil saaledes den
masse af fluidet, som meddeles den givne hastighedstilvext, vere
dobbelt saa stor som den masse, hvis hastighed den givne kraft
alene kunde forege. Naar saaledes et fluidum stremmer gjennem
et kar, hvis tversnit lidt efter lidt forsnevres, og dets hastighed
saaledes foroges ved overgangen fra det ene tversnit til det
andet, saa vil denne hastighedsforegelse ikke blot veere en virk-
ning af tyngden og trykkene, men ogsaa af sugekraften, hvis
virkning vil vere lig tyngdens og trykkenes virkning. Af den
masse, som har faaet sin hastighed foreget, vil kun den ene
halvpart have erholdt hastighedstilvexten ved tyngdens og tryk-
kenes virksomhed, den anden halvpart vil have erholdt den ved
selve fluidets virksomhed, ved dettes sugning ligeoverfor det foran
stremmende flnidum. Da fluidets hastighed ikke formindskes trods
foregelsen af den masse, som accelereres, maa den specifike vegt
af det strommende fluidum formindskes og ligesaa dets specifike tryk.

Man kunde benytte fluidets sugning som grundlag ved ud-
ledningen af lovene for bevaegelsen. Det specifike tryk findes let.
Er udlebet fuldt, vil den totale kraft ved udlebet — den kraft,
der udfordres for at meddele den udstremmende masse den givne
hastighed — for den ene halvparts vedkommende vere tyngdens
og trykkenes virkning, den anden halvpart vil vere virkningen
af sugekraften. Er hastigheden v og tversnittet f, tetheden o,
saa er fve den i et sekund undstremmende masse og v accelera-
tionen; felgelig blir den totale kraft lig fov® Den del deraf,

som skyldes sugningen, blir Aéf ov: FEr nu det ydre modtryk
p1, blir det specifike tryk p:
L 1 2
P=p1— *é‘ ev-.
Inds®ettes v2 — 2¢g H, hvor H er den givne trykheide, blir:

= po — Hg o.
Foregaar ikke udlebet fuldt, men under kontraktion med
kontraktionskoefficienten m, saa er den totale kraft m f o v
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Den del deraf, som skyldes tyngden og trykkene er %— 10- v

og folgelig blir den del, som skyldes sugningen

9

Det specifike tryk blir altsaa:

2
p:pl—-(‘Zm——1)97‘;-:p[~—(2m—-1)Hg9,
o~

Kontraktionskoefficienten finder man ved betragtning af stedet
mod karrets vaegge. Derved formindskes den levende kraft af
fluidet i karret, men til gjengjeld foreges det specifike tryk, saa-
ledes at dets arbeidsevne ikke forandres. Det blir altsaa blot
massen af det flnidum, som s®ttes i bevegelse ved sugningen,
der blir formindsket ved stodet mod karrets vmgge:; derimod blir
ikke tyngdens og trykkenes virkning mindre.

Der er saaledes intet til hinder for at opbygge de hydrau-
liske theorier paa grundlag afleren om fluidets sugning ligeoverfor
sig selv. Og sagen  vil derved kanske for enkelte veere lettere
at forstaa. Men andre vil maaske finde, at grundlaget er noget
hypothetisk. Jeg har opbygget theorierne uden denne hypothese
paa grundlag af de almindelige mekaniske grundlove, der danner
betingelsen for, at en mekanisk videnskab skal vere mulig. Og
jeg nerer ikke tvil om, at mine theorier i det veaesentlige vil
blive godkjendt, om der end ved enkeltheder maaske kan gjeres be-
rettigede indvendinger.
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